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1 Einfiihrung

Am Beginn des Mathematikstudiums stehen traditionell zwei Vorlesungen, die
Analysis und die Lineare Algebra.

e Der zentrale Begriff der Analysis ist der des Grenzwertes. Durch Grenzwert-
bildung wird aus der Sekante die Tangente, aus der Summe das Integral.
Differentiation und Integration fiihren zu Differential- und Integralgleichun-
gen, mit deren Hilfe sich Naturvorgange modellieren lassen.

e Die Lineare Algebra, mit der wir uns in dieser Vorlesung befassen, ist
zunachst ein Teilgebiet der Algebra. Diese “ist die Lehre von den vier
Grundrechenarten — Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division —
und der Auflésung der in diesem Zusammenhang entstehenden Gleichun-
gen” (Erich Kahler, 1953).

In der Linearen Algebra sind diese Gleichungen linear. Einfachstes Beispiel
ist die Gleichung ax = b mit der Unbekannten = und der Lésung = = b/a.

Verallgemeinert werden Sie Methoden kennen lernen, mit denen sich die Losungen
eines Systems linearer Gleichungen mit mehreren Unbekannten finden lassen.

Eng verkniipft mit den linearen Gleichungssystemen sind die sog. Vektorraume.
In unserem Beispiel ist die Losung x eine reelle Zahl oder, geometrisch gesehen,
ein Punkt im eindimensionalen Vektorraum R, der Zahlengerade. Ist der Koeffi-
zient a = 0, dann erfiillt fiir b = 0 jedes = unsere Gleichung, die Losungsmenge
ist also ganz R, fiir b # 0 aber gibt es keine Losung.



e Das zweite Thema dieser Vorlesung ist die Analytische Geometrie. In die-
ser wird unter anderem die Geometrie der Kegelschnitte (Ellipse, Parabel
und Hyperbel) untersucht, die z.B. méglichen Bahnen von Himmelskérpern
entsprechen. Dabei wird seit den Zeiten von Descartes (1596-1650) Ge-
brauch von den cartesischen Koordinaten in der Ebene gemacht. Diese
gestatten es, geometrische Fragen algebraisch umzuformulieren und mit
algebraischen Methoden zu 6sen.

Im Lauf der Jahrhunderte wurde der Begriff des linearen oder auch Vektor-
raums aus der Intuition abstrahiert, die die Mathematiker iiber den dreidimen-
sionalen Anschauungsraum oder die Zeichenebene entwickelt hatten.

In dieser Vorlesung wie in den meisten Mathematikvorlesungen wird umge-
kehrt bei einer axiomatischen Beschreibung der untersuchten Struktur, hier al-
so des linearen Raumes, begonnen und die Anschauung danach in Satzen und
Beispielen entwickelt. Diese deduktive Vorgehensweise der Mathematik tragt in
der Offentlichkeit zu ihrem schlechten Ruf als abstrakt-unverstindlicher Wissen-
schaft bei, hat aber ihren guten Grund. Sie dient der Entwicklung neuer, dem
Untersuchungsobjekt angemessener Intuition. Ich mochte das am Beispiel der
Zeichenebene (Tafel oder Papier) erlautern.

1.1 Beispiel Wenn wir ein Blatt Papier als Modell eines (zweidimensionalen)

Raumes betrachten, abstrahieren
wir zunachst von seiner endlichen
Ausdehnung, stellen es uns nach allen
Seiten fortgesetzt vor. Warum ist es
zweidimensional? Nehmen wir an,

das Papier ist kariert und ich zeichne °® (17,26)
einen Kreuzungspunkt als Nullpunkt .1
aus. Dann kann ich jeden anderen 4 (49

Kreuzungspunkt durch Angabe zweier
ganzer Zahlen eindeutig benennen;

durch Angabe zweier reeller Zahlen kann ich jeden Punkt der Ebene eindeu-
tig benennen. Dagegen ist unser Anschauungsraum dreidimensional, denn wir
bendtigen fiir die Benennung seiner Punkte drei Koordinaten.

Den Punkten unseres Raumes ordnen wir jetzt Vektoren, also gerichtete
Strecken, zu, die vom Nullpunkt ausgehen und im gegebenen Punkt enden. Einen
solchen Vektor konnen wir mit seinem Endpunkt identifizieren. Es gibt also eine



1 : 1-Beziehung zwischen den Punkten des Raumes und den Vektoren (Diese Be-
ziehung lasst sich aber erst dann herstellen, wenn man einen Nullpunkt gewahlt
hat).

Wahrend man Punkte weder verlangern noch addieren kann, gilt dies fiir
Vektoren. Wir konnen also damit die Elemente unseres Raumes der Vektoren
mit beliebigen reellen Zahlen multiplizieren und wir kénnen je zwei Elemente
addieren.

Wir kdnnen aber noch mehr tun:

e Wir konnen Langen L von Vektoren messen; L(a,b) := v/a? + b (Pytha-
goras).

e Wir konnen Winkel zwischen Vektoren messen; (1,0) und (0, 1) beispiels-
weise sind rechtwinklig.

e Wir haben eine Orientierung in unserer Zeichenebene, kdnnen also sagen,
dass w aus v durch eine Drehung im Uhrzeigersinn um einen Winkel <
hervorgeht.

e Wir konnen Fliachen geometrischer Figuren (bzw. Volumina im dreidimen-
sionalen Raum) messen.

Kurz gesagt, unsere aus der Anschauung gewonnenen Raume haben eine groBe
Zahl von Eigenschaften. Solange man sie als gegeben hinnimmt, ist es sinnlos,
nach ihrer Abhangigkeit zu fragen.

Es hat sich aber im Verlauf der Mathematikgeschichte herausgestellt, dass der
Raumbegriff auch in ganz anderen als geometrischen Zusammenhangen niitzlich
Ist.

1.2 Beispiel Polynome des Grades < 2.
Wir betrachten Funktionen der Form v(z) =

1.4 V+W,
ax® + bx + ¢ mit reellen Koeffizienten a, b, c, 12
also Polynome des Grades < 2. Multiplizieren s
wir eine solche Funktion v mit einer reellen Zahl 0.6 v/
r, so erhalten wir die Funktion rv, ruv(z) = 2;‘ w
(ar)z?® + (br)z + (cr), L !

also wieder ein Polynom vom Grad < 2. Zwei solche Polynome kénnen wir
addieren; mit w(z) = da? + ex + f ist v + w von der Form (v + w)(z) =
(a+d)z* + (b+e)x + (c+ f), also wieder ein entsprechendes Polynom.



Die Rechenoperationen sind so geartet, dass wir jedes dieser Polynome als
einen Punkt im dreidimensionalen Raum auffassen konnen, wobei der Nullpunkt
das Nullpolynom p(x) = 0 ist.

Frage: Was ist die Lange eines so als Vektor aufgefassten Polynoms, was der
Winkel zwischen zwei Polynomen etc.?

Erst einmal mutet diese Frage absurd an. Wenn man aber annimmt, dass
man immer in einem linearen Raum Langen und Winkel messen kann, dann wird
man diese Eigenschaft auch von unserem Polynomraum erwarten.

Tatsachlich ist es manchmal sinnvoll, die " Lange” L eines Polynoms zu mes-
sen, z.B. nach der

Definition: L(v) := \/% [ ((2))2dz.

Damit ergibt sich fiir das Polynom v(x) = az? + bz + ¢

1

L*(v) = %/ (az”® 4 bz + c)’dx

—1
1

=1 / (a*z* + 2abx® + (2ac + b*)2? + 2bex + *)dx
-1

a®>  2ac+b?
Lv) = /= +——+
Warum sollte man diese GroBe als "Lange” oder "Norm” von v auffassen?
Nun, zunachst stellt sich heraus, dass diese GroBe Eigenschaften besitzt, die
wir von einer Lange erwarten:

e L(v)>0 , L(v)=0 nurwenn v=0 st
e L(rv) = |r|L(v) fir jede reelle Zahl r
e L(v+w) < L(v) + L(w) (Dreiecksungleichung).

Wir kénnen nun sagen, dass zwei solche Polynome v; und v, nahe benachbart
sind, wenn ihr Abstand L(v; —v2) klein ist. Das wird dann der Fall sein, wenn die
Differenzen a; — as, by — by und ¢; — ¢y ihrer Koeffizienten betragsmaBig klein
sind.

Das dachte man sich auch schon vorher. Ein entscheidender Punkt ist aber der
folgende: L(vq — v) misst die mittlere quadratische Differenz der Polynome auf
dem Intervall [—1, 1]. Durch Berechnung von L bekommen wir eine quantitative
Information.



Wenn wir am Verhalten der Polynome in einem groBeren Intervall interessiert
sind, z.B. [—10, 10|, dann verandert sich unser Abstandsbegriff, und wir setzen
z.B.

10 10000 100
L(v) := \/% /_10(U($))2dx = \/ 5 a? + 3 (2ac + b?) + 2.

Der Koeffizient a des quadratischen Terms hat jetzt ein viel groBeres Gewicht als
b oder gar der Koeffizient ¢ des konstanten Terms.

Durch die Betrachtung von Raumen, die nur gewisse Strukturen mit dem
Anschauungsraum teilen, wird offensichtlich unser Blick fiir diese Strukturen und
ihre Zusammenhange gescharft. Wir werden beispielsweise gezwungen, zu defi-
nieren, was wir abstrakt unter der Lange eines Vektors verstehen.

Natirlich machen es sich die Mathematiker insofern einfach, indem sie zu-
nichst Rdume mit ganz wenigen grundlegenden Strukturen untersuchen (Ver-
langerung um Faktor r, Addition von Vektoren). Entsprechend handelt die Lineare
Algebra von diesen linearen oder auch Vektorraumen und ihren strukturerhalten-
den Abbildungen.

Allerdings hat es sich herausgestellt, dass man den Vektorraumen statt der
reellen Zahlen ebensogut die rationalen oder die komplexen Zahlen zugrundelegen
kann. Ebenso wenig ist es notwendig, sich auf Vektorraume der Dimension 2 und
3 zu beschranken. Im Gegenteil werden unendlichdimensionale Vektorraume fiir
die theoretische Behandlung vieler Fragen aus Naturwissenschaft und Technik
benutzt.

In dieser Verallgemeinerung des Raumbegriffs bei gleichzeitiger Abstraktion
von hoheren Strukturen wie Lange, Winkel, Orientierung, Volumen etc. liegt aber
auch eine Schwierigkeit, denn es ist gar nicht so leicht, von diesen in unserem
Anschauungsraum vorkommenden Strukturen abzusehen.



2 Die Sprache der Mathematik

Die mathematischen Texte sind in einer Sprache abgefasst, die in ihrem Formali-
sierungsgrad zwischen den natiirlichen Sprachen und etwa den Programmierspra-
chen steht. Basis dieser Sprache ist der Mengenbegriff und, damit eng verkniipft,
der der Aussagen. Wahrend in dieser Vorlesung sonst alles definiert werden wird,
werde ich den Mengenbegriff nicht formal definieren, denn irgendwo muss man
ja anfangen.

Die Objekte x, aus denen eine Menge M besteht, werden ihre Elemente
genannt. Man schreibt = € M falls x Element von M, andernfalls = ¢ M. Sind
X1, %3, ...,T, Elemente von M, so schreibt man zy,...,x, € M. Es gibt eine
ausgezeichnete Menge ohne Elemente, die leere Menge (). Manchmal gibt man
Mengen durch Aufzdhlung ihrer Elemente in geschweiften Klammern an.

2.1 Beispiele 1. Die Menge der Wochentage, an denen diese Vorlesung statt-
findet, ist
{Mittwoch, Freitag}.

2. N bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen, also N = {1,2,3,...}.1
Will man die Null mit hinzunehmen, dann schreibt man Ny := {0, 1,2,...}.

3. Z bezeichnet die Menge der ganzen Zahlen: 7. = {0,1,—1,2,—2,...}.

Bei der Klammerschreibweise kommt es auf Reihenfolge und eventuelle Wieder-
holung nicht an:

2.2 Beispiel {Mittwoch, Freitag} = {Freitag, Mittwoch, Freitag}.

Gilt fiir alle Elemente x € My, dass x auch Element einer zweiten Menge M,
ist, dann schreibt man M; C M, oder My D M, (stilisiertes Kleinerzeichen) und
nennt M, Teilmenge von M. M heiBt echte Teilmenge von My, wenn My C M,
und ein x € My mit x € M, existiert. Man schreibt dann M, ;Cé M.

2.3 Beispiel NCZ , N#7Z ,denn 0€Z ,aber 0¢N.

IMit den Punkten meint man, dass man sich die weiteren Elemente der Menge dazudenkt.
Das ist natiirlich bequem, aber nicht eindeutig ({1, 2, 3, ...} kdnnte auch die Menge derjenigen
natiirlichen Zahlen bezeichnen, die nur durch sich und 1 ohne Rest teilbar sind. Dann wiirde
die Liste durch 5 statt durch 4 fortgesetzt!). Fiir eine Definition der natiirlichen Zahlen mittels
der sog. Peano-Axiome siehe z.B. [3].



Die Elemente von Mengen diirfen selbst Mengen sein, auch wenn man hier vor-
sichtig sein muss und Konstrukte wie "die Menge der Mengen, die sich selbst
nicht enthalten” vermeiden sollte (siehe Bsp. 2.15).

2.4 Beispiel (Mengensysteme) {{), {Mittwoch}, {Freitag}, {Mittwoch, Freitag}}.

Ist S ein solches (nicht leeres) Mengensystem, dann kann man den Durchschnitt
dieses Mengensystems als die Menge aller = einfiihren, die in allen Mengen von
S enthalten sind. Diese Menge wird mit

ﬂA{
MeS

bezeichnet. Fiir S = {My,..., M,} schreibt man auch M; N ... N M,.

2.5 Beispiele 1. Fiir S := {N,Z} kann man statt (),,.s M = N auch NNZ
schreiben.

2. Fir S = {Geraden G durch den Nullpunkt der Ebene E} ist

(G = {o0}.

GeS

Gilt fiir zwei Mengen M; und M, dass ihr Durchschnitt die leere Menge ist,
M, N M, = (), dann heiBen M, und M, disjunkt.

2.6 Beispiel (Disjunktheit) N N {Mittwoch, Freitag} = 0.

Die Vereinigung | J,,;cs M der Mengen eines Mengensystems ist die Menge aller
derjenigen Elemente, die zumindest zu einer Menge aus S gehoren.

2.7 Beispiel Wie im Beispiel 2.5.2. bezeichne S die Menge der Geraden in der
Ebene E. Es gilt dann
Je=kE

Ges
Oft werden Mengen M {iber Aussagen A eingefiihrt, nach dem Schema

M = {x | A(x)},

also M besteht aus den Elementen z, fiir die die Aussage A wabhr ist.



2.8 Beispiel {2} = {z | z ist prim und x ist gerade}.

Wie aus diesem Beispiel klar wird, kdnnen wir Vereinigung und Schnitt von Men-
gen iiber Aussagen formulieren:

MlﬂMQ = {I|Z’EM1 und JIEMQ},
MiUM, = {x|xe€M; oder x¢& M}.

Mengentheoretische ldentitaten wie die De Morgan-Regeln

MN(N;UNy) = (MNON)U(MAN,)
MU(N NNy = (MUN)N(MUN,)

lassen sich damit iiber Wahrheitstabellen verifizieren.
Soweit Mengen als Teilmengen definiert werden, ist es im Allgemeinen besser,
die Obermenge auch direkt anzugeben.

2.9 Beispiel (Definition von Mengen) Die Menge IP der Primzahlen:
P:={neN|n#1 und (k€ Nteilt n)= ke {l,n}}.
Weitere Mengenoperationen. Sind M, N Mengen, dann
o M\N :={z € M |z ¢ N} (Differenzmenge)
e Speziell im Fall N € M schreibt man dafiir auch M — N.

o MAN := (M\N)U (N\M) (Symmetrische Differenz)
Jedes Element x € M AN ist entweder nur in M oder nur in V.

e Die Potenzmenge P(M) (auch 2™ geschrieben) einer Menge M ist durch
P(M):={N|NcC M}
definiert, also die Menge aller Teilmengen von M.

2.10 Beispiel P({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}}.



e Das kartesische Produkt M; x M, zweier Mengen ist die Menge aller ge-
ordneten Paare (my,my) mit my € My, mo € M. 2

Analog zu diesem zweifachen kartesischen Produkt kann man auch das
n—fache kartesische Produkt M; x ... x M, definieren. Die Elemente
(x1,...,x,) dieser Menge heiBen dann geordnete n—Tupel, und man schreibt
M™ fiir das n-fache kartesische Produkt von M.

2.11 Beispiel {1,2} x {2,3} = {(1,2),(2,2),(1,3),(2,3)}

e Teilmengen R C M x N heiBen Relationen zwischen M und N.

Eine Relation R C M x M heiBt Halbordnung, wenn sie

e reflexiv ist, d.h. fiir alle 2 € R auch (x,z) € R ist

e transitiv ist, d.h. aus (z,y) € R und (y,z) € R auch (z,2) € R folgt,
sie

e antisymmetrisch ist, d.h. wenn mit (z,y) € R und (y,z) € R folgt, dass
r =1y ist.

Man schreibt dann x <y statt (z,y) € R.

Die Relation R heiBt total, wenn sich alle Elemente =,y € M vergleichen
lassen, d.h. (x,y) € R oder (y,z) € R gilt. Eine totale Halbordnung auf
M heiBt Ordnung (und M geordnet).

2.12 Beispiele 1. Die Relation R := {(z,y) € ZxZ | y — x € Ny}
ordnet die ganzen Zahlen.

2. Essei M :=7Z x Z, und fir x = (21,22), y = (y1,92) € M gelte
x =y falls 1 < y; und x5 < 5. Dies ist eine Halbordnung, die aber
nicht total ist. Genau alle Punkte im 1. Quadranten von Z x Z sind
>~ (0,0), alle im 3. Quadranten sind < (0, 0).

Eine Abbildung f : M — N von der Menge M in die Menge N "ordnet jedem
Element m € M genau ein Element f(m) € N zu". Das ist natiirlich keine
formale Definition. Will man Abbildungen formal definieren, betrachtet man sie

selbst als Mengen, und zwar heiBt
eine Relation f C M x N Abbildung von M nach N, wenn

1. D(f) :={m e M| esgbtne N mit (m,n) € f} =M ist,

2Dabei kann man, wenn man will, (my,ms) := {my, {mi,mo}} definieren. Damit ist fiir
my # mg zwar {my,ma} = {ma,my}, aber (maq, my) = {ma, {ma, m1}} # (my,ms).
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2. aus (m,ny) € f und (m,ny) € f immer n; = ny folgt.

Denn dann kann man jedem m & M genau ein Element n € N zuordnen,
namlich das mit (m,n) € f.
M heiBt Definitionsbereich, N Bildbereich von f.

W(f)={neN| esghbt meM mit (m,n)ef}
heiBt Wertebereich von f. f heiBt
e surjektiv, wenn W(f) =N,
e injektiv, wenn aus (my,n) € f und (mg,n) € f my; = my folgt und
e bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.

Man kann die als spezielle Relationen eingefiihrten Abbildungen dann wieder
in gewohnter Manier als f : M — N,m — f(m) schreiben.

2.13 Beispiele (Abbildungen) 1. [ : R — R, f(z) := z? ist weder injektiv
noch surjektiv.

2. f:R =R, f(x) := 2? ist bijektiv.

3. f:R =R, f(x):= 2® — x ist nur surjektiv.

4. f:R — R, f(z) := €” ist nur injektiv mit Wertebereich
W(f)=R":={zeR|xz>0}

Will man betonen, dass man f als Relation auffasst, so nennt man diese den
Graphen von f.

e Wenn wir die Abbildung f : M — N auf eine Teilmenge U C M anwen-
den, erhalten wir die Teilmenge

fU):={f(x) [z €U} CW(f)

des Wertebereichs W (f) = f(M). Esist f(M; U M) = f(M;y) U f(Ms)
aber i.A. nur f(M; N M,y) C f(M;) N f(Ms).

11



Zwei Abbildungen f: M — N und g : N — R kann man zur Produktab-
bildung
gof:M—R , mw~g(f(m))

zusammenfiigen (entgegen der Leserichtung wird erst f, dann g ange-
wandt!).

Injektive Abbildungen f : M — N kann man auf ihrem Bild umkehren und
erhilt dann die inverse Abbildung f~' : f(M) — M.

Bei nicht notwendig injektiven Abbildungen f : M — N bezeichnen wir
fir V.C N mit f~'(V) die Menge

fV)={me M| f(m) eV},

und fiir n € N setzen wir f~(n) := {m € M | f(m) = n} (identifizieren
also hier einelementige Mengen mit ihren Elementen).

Die identische Abbildung 1d : M — M ist durch Id(m) = m fir m € M
definiert (praziser: Id,,). Bijektive Abbildungen f : M — N haben dann
die Eigenschaften

flof=Idy und fof!=Idy.

Die Einschriankung oder Restriktion einer Abbildung f : M — N auf die
Teilmenge U C M ist die Abbildung

flo:U—=N , flu(x):= f(z).

Fir n € N hat eine Menge M die Machtigkeit |M| = n (d.h. hat n Elemente),
wenn eine Bijektion f : {1,...,n} — M existiert (f nummeriert dann die
Elemente). Allgemeiner haben die Mengen M und N die gleiche Machtigkeit
(geschrieben |M| = |N|), falls eine Bijektion f : N — M existiert.

2.14 Beispiel |N?| = |N|, denn f:N? = N, (a,b) = 3(a+b—1)(a+b—2)+b
ist eine Bijektion (warum?).

Ein abschlieBendes Beispiel soll erlautern, dass der naive Mengenbegriff auf
Grenzen stoBt.

12



2.15 Beispiel (Russellsche Antinomie) Wir betrachten die "Menge"
M := {z | x ist Menge} aller Mengen.

Weiter sei N := {x € M | © ¢ x} die Menge aller Mengen, die sich nicht
selbst enthalten.

Frage: Gilt N € N7

1. Antwort ja. Dann ist N ¢ N nach Definition von N.
2. Antwort nein. Dann ist N € N nach Definition von V.

Wir werden offensichtlich auf einen Widerspruch, eben die Russellsche Antinomie,
gestoBen, der zeigt, dass wir solche Selbstbeziige von Mengen tunlichst vermeiden
sollten.?

Fiir unsere Zwecke ist eine Aussage A ein Element der Menge {wahr, falsch} und
eine Aussageform eine Abbildung einer (oft nicht explizit angegebenen) Menge
in diese zweielementige Menge.

Sind A, B zwei Aussagen, so lassen sich mittels der Junktoren (d.h. " Verbin-
der”) neue Aussagen herstellen:

Junktor Bedeutung Zeichen
Negation nicht A -A
Konjugation Aund B ANB
Adjunktion A oder B AV B
Implikation wenn A, dann B A= B
Aquivalenz | A genau dann, wenn B | A < B

Die Wahrheitswerte der so zusammengesetzten Aussagen sind durch die fol-
gende Tabelle festgelegt. (Eine Tabelle dieser Art heiBt Wahrheitstafel).

A|B|-A|ANB|AVB|A=B | A< B
W W F w w w w
W F | F F 14 F F
F Wi W F w w F
Fl1F| W F F w w

2.16 Beispiele 1. "6 ist eine Primzahl" ist eine Aussage und zwar eine falsche.

3Eine Umformulierung ist die folgende Frage: Es gibt zahlreiche Buchkataloge. Zwar sind
Kataloge auch Biicher, aber die meisten von ihnen fiihren sich selbst nicht auf. Wir wollen
einen Katalog aller Kataloge, die sich selbst nicht enthalten, erstellen. Miissen wir ihn selbst
auffiihren oder nicht?

13



wahr |, x ist Primzahl

2. A:N— {wahr falsch} , A(z) := { falsch , x ist nicht Primzahl.

A ist eine Aussageform.

Aus Aussageformen kann man durch die so genannten Quantoren "fiir alle”,
abgekiirzt mit A oder V, und "es existiert”, abgekiirzt mit VV oder 4, Aussagen
machen:

. - wahr | falsch ¢ A(M)
(Vz e M : A(z)) = { falsch , falsch € A(M)

{ wahr | wahr € A(M)

(BreM:A@) = | flsen | wahr ¢ A(M)

Es gilt
(=(Vz € M : A(z))) = (3z € M :—A(z))
oder kurz =¥ = 4= und umgekehrt —3=V-.

3 Gruppen

Nach dieser Einleitungsphase mit ihrem undefinierten Mengenbegriff werden nach
Goethes "Faust” dem Geist spanische Stiefel angeschniirt und alles wird ordent-
lich definiert. Das ganz allgemeine Schema wird immer wieder darin bestehen,

e abstrakt auf Mengen Strukturen einzufiihren (z.B. Addition zweier Elemente,
Langenmessung etc.),

e dann zu schauen, ob Mengen mit derartigen Strukturen {iberhaupt existieren
(z.B. ob eine sechs-elementige Menge ein so genannter Kérper sein kann),

e um als nachstes Eigenschaften dieser Objekte zu untersuchen.

e Typischerweise werden zu guter Letzt strukturerhaltende Abbildungen zwischen
solchen Mengen betrachtet.

Die erste so untersuchte Struktur wird die der Gruppe sein.

3.1 Definition Eine Gruppe besteht aus einer Menge G und einer Abbildung
G x G — @, geschrieben (a,b) — a o b, mit den Eigenschaften

1. Va,b,ce G:ao(boc)=(aob)oc (Assoziativitit)
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2. decG VacG:eoa=a (Existenz eines neutralen Elements)
3. VaeG Jde€G:doa=e (Existenz der inversen Elemente)
4. Die Gruppe heifit abelsch oder kommutativ, wenn

Va,be G:aob="boa (Kommutativgesetz ).

Wir kénnen also eine Gruppe durch (G, o), also das Paar (Menge, Verkniipfung)
kennzeichnen, werden aber oft der Einfachheit halber nur GG schreiben.

3.2 Beispiele (Gruppen) 1. (Z,+), also die ganzen Zahlen mit additiver Ver-
kniipfung. Die Null ist das neutrale Element, das inverse Element zu a € Z
schreibt man —a.

2. (Q,+), (R,+) und (C, +) sind genauso abelsche Gruppen wie (Z, +). Syste-
matisch muss man nur zeigen, dass (C, +) eine Gruppe ist, denn C D R D
Q@ D Z > 0, und die Teilmengen sind abgeschlossen unter der Addition und
unter der Abbildung x — —x.

3. Ist M eine beliebige nicht leere Menge, dann bildet die Menge der Bijektionen
¢ : M — M eine Gruppe (G, o), wobei die Verkniipfung ¢ o ¢ von zwei
bijektiven Abbildungen ¢, € G als die Produktabbildung definiert ist. Neu-
trales Element ist die identische Abbildung Id,,, das zu ¢ : M — M inverse
Element die inverse Abbildung o=! : M — M. (G,0) heiBt symmetrische
Gruppe von M. Die zur Menge

M:={1,....n}={meN|m<n}

gehorige symmetrische Gruppe wird oft mit S, bezeichnet. Sie ist also die
Gruppe der Permutationen von n Elementen.

Da jede Permutation ¢ € S,, durch Angabe des geordneten n—Tupels der
Bilder (¢(1),...,p(n)) fixiert ist, ist die Anzahl der Elemente von S,, gleich
nl:=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1. Statt die Permutation ¢ € S, so zu
schreiben, ist es allerdings iiblich, noch die Urbilder mit anzugeben, d.h.

Als Mengen sind S; = {Id}, So = {Id, (%)} und
Ss={(133).(337),(573),(531),(133),(313)}
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S1 und & sind abelsche Gruppen. Wegen

aof=(133)#Boa=(313)
fir a:=(333) und B =(13%3) ist dagegen S; nicht abelsch.

4. (R*,.) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.

3.3 Definition /st G eine Gruppe und M eine Menge, dann heiBt eine Abbildung
® : G x M — M Gruppenwirkung (oder Operation) von G auf M, wenn
stets

P(e,m)=m und ®(ga, (g1,m)) = P(g2 0 g1,M)

gilt.

3.4 Beispiel (Gruppenwirkung) M bezeichne die Menge der Ecken eines Qua-
drats @ = [—1,1] x [=1,1] und G die Gruppe Z/47Z. Diese operiert durch
Drehungen um Vielfache von 7/2 auf @) und permutiert dabei M.

Wegen der Assoziativitat konnen wir bei beliebigen Verkniipfungen Klam-
mern weglassen. Statt dem Zeichen "o" wird oft auch der Multiplikationspunkt
benutzt, " +" allerdings nur bei abelschen Gruppen.

Es sollen jetzt weitere Eigenschaften von Gruppen aus den Axiomen gefolgert
werden. Zunachst fallt ja auf, dass in den Axiomen relativ wenig gefordert wird,
beispielsweise nicht die Eindeutigkeit des neutralen Elements oder die Beziehung
a o e = a. Hier zeigt sich ein Sparsamkeitsprinzip der Mathematik. Was man

ohnehin beweisen kann, soll man nicht auch noch fordern. Denn hier gilt:

3.5 Satz 1. Fiir jedes neutrale Element e € GG gilt auch ace = a fiir allea € G.

Aus a' oa = e folgt auch aoad' = e.

2. Es gibt genau ein neutrales Element e € (. Bereits aus x o a = a fiir ein
a € G folgt v = e.

Beweis:

1. Zunichst der zweite Teil. Zu @’ gibt es nach Axiom 3 ein a” € G mit a"od’ = e.
Damit ist

3.

aoa eo(aod)=(a"od)o(aod)

a’o(doa)od Za"o(coa)Zd" od

fee ql=

o
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Hierbei habe ich die Nummern der fiir die Umformung benutzten Axiome iiber
das Gleichheitszeichen geschrieben.

Nunistaoce=ao(a' oa)=(aoa)oa=eoa=a.

2. Ist ¢ € GG ein weiteres neutrales Element, dann gilt insbesondere ¢ = ¢’ o e =
€', wobei das zweite Gleichheitszeichen aus dem ersten Teil des Satzes folgt.

Mit ' oa = aod = e folgt
r=zoe=x0(aod)=(roa)od =aod =e. O

Nicht nur das neutrale Element ¢ € G, sondern auch das zu a € G inverse
Element o’ € G ist eindeutig bestimmt:

3.6 Satz Zu a € G existiert genau ein inverses Element a' € G.
Beweis: Fiir " € G mit a" ca=aodad” = e gilt

a"=d"oe=d"o(aod)=(a"oa)od =eod =d. O

3.7 Bemerkungen 1. Mit dem Zeichen 3! (es existiert genau ein) kdnnte man
schreiben: Va € G Jld’ € G:d' oca =e.

2. Wegen Satz 3.6 ist es moglich, fiir das zu a inverse Element o' oder additiv
—a zu schreiben.

3. Ist die Gruppe nicht abelsch, empfiehlt es sich nicht, statt a~! das Symbol i
zu benutzen, weil sonst die Gefahr besteht, g statt ! o b zu schreiben, was
auch boa~! bedeuten kénnte.

Den Verkniipfungskringel werde ich aber oft weglassen.

3.8 Satz Fira,be Ggilt (™')™ =a und (aob)™ =b"toa'.
Beweis:
(oz_l)_1 = (a_l)_le = (a_l)_la_la =ea=a
1

(ab)™' = (ab)'e= (ab) taa = (ab) ta(bb t)a !

Aus der Addition leitet sich die Subtraktion ab, aus der Multiplikation die Division.
Allgemein gilt:
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3.9 Satz Va,b € G NreG:xza=b und NyeG:ay=h.

Beweis: Setze x := ba~!. Dann ist za = ba"'a = b. Analog gilt fiir y := a~'b :
ay = aa~'b = b. Fiir jede Lésung 2’ von z'a = b gilt

v =2 (aa™") = (2'a)at = ba”!
und analog fiir y. O

3.10 Bemerkung Ist die Gruppe nicht abelsch, dann brauchen die Losungen z
und y nicht iibereinzustimmen. Z.B. gilt fir a,b € S3, a == (133), b:=(133%),
dass ¢! = a ist, und damit

Eine Teilmenge U C G einer Gruppe (G, o), die bez. der Verkniipfung o eine
Gruppe bildet, heiBt Untergruppe von G. Praktisch muss man nur e € U und
Abgeschlossenheit unter Multiplikation und Inversenbildung verifizieren. (e € U
ist zu verifizieren, denn () ist keine Gruppe!)

3.11 Beispiel (Untergruppe) Die Menge 27 der geraden Zahlen bildet eine
Untergruppe von (Z,+). Allgemein wird fiir n € N die Menge der durch n ohne
Rest teilbaren Zahlen mit

nZ = {nx |z € Z}

bezeichnet. (nZ, +) ist eine Gruppe, denn mit nz und ny sind auch nx + ny =
n(z +y) und —nz = n(—x) in nZ und 0 = n0 € nZ.

Allgemein heiBen in der Mathematik die strukturvertraglichen Abbildungen Ho-
momorphismen. Im Zusammenhang mit der Gruppenstruktur ist also zu fordern:

3.12 Definition Eine Abbildung f : G; — G5 von der Gruppe G in die Gruppe
G5 heift Homomorphismus, wenn

Va,be Gy flab) = f(a) f(b)
gilt. Ein bijektiver Homomorphismus heiBt Isomorphismus.

3.13 Bemerkungen 1. Beachte, dass auf der linken Seite die Multiplikation in
(g1, auf der rechten die Multiplikation in G5 gemeint ist.
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2. Es folgt f(e1) = f(e1-e1) = f(er) - f(e1) fiir das neutrale Element e; von
(G4, also ist f(ey) das neutrale Element von GS.

3.14 Beispiele (Gruppenhomomorphismen) 1. Fiireinn € Nsei f : Z —
Z, f(z):=nz. Dann gilt

fla+b)=n(a+0b) =na+nb= f(a)+ f(b),

f ist also ein Homomorphismus. Der Wertebereich f(Z) C Z ist dann f(Z) =
n.

2. Wir schranken nun den Bildbereich auf den Wertebereich ein, setzen also
f:Z — nZ, f(x) := nx. Dieser Homomorphismus ist bijektiv, also ein
Isomorphismus. Z.B. sind die additiven Gruppen Z der ganzen Zahlen und 27Z
der geraden Zahlen isomorph, als abstrakte Gruppen also nicht unterscheidbar.

3. Die Menge G := {—1, 1} bildet eine zweielementige multiplikative Gruppe:
<1 -1

11 -1.
-17-1 1
Eine Permutation aus S,,(n > 2) heiBt Transposition, wenn sie zwei der Zahlen
1,...,n vertauscht, die anderen aber elementweise festhalt. Es ldsst sich nun

zeigen: Jede Permutation ¢ € S, lasst sich in der Form
©=Q10...0Q,

schreiben, wobei die a; € &, Transpositionen sind. Zwar ist ihre Zahl m
nicht durch ¢ bestimmt, wohl aber (—1)™, d.h. falls m in einer Darstellung
(un)gerade ist, dann in allen. Setze nun

Hz‘<j(90(j) — (i)
Hi<j(j - Z) .

Man zeigt, dass sign ein Gruppenhomomorphismus ist, indem man die Zuord-

sign: S, — {—1,1} , sign(p):= (3.1)

+|1g u
nung g — 1, u — —1 und die Additionstabelle g | g u beachtet.
ulu g

3.15 Satz Der sogenannte Kern
ker(f) = f"'(e2) C Gu

eines Gruppenhomomorphismus f : G; — G5 ist eine Untergruppe von (.
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Beweis: o Das neutrale Element e; von G liegt in ker(f), denn f(e1) = es.
e Weiter ist mit a, b € ker(f) auch ab € ker(f), denn

f(ab) = f(a)f(b) = ey - ey =e€2, und
e mit a € ker(f) ist a=! € ker(f), denn f(a™!) = (f(a)) ' =e;' =€ O

3.16 Beispiel In den Beispielen fiir Gruppenhomomorphismus war in Beispiel
3.14.1. und 2. ker(f) = {0}, die einelementige Gruppe.

3. Den Kern A,, := ker(sign) der in (3.1) definierten Signums-Funktion nennt
man die alternierende Gruppe von n Objekten. lhre Elemente sind die geraden
Permutationen. So ist

Ap={Id} , As={(133),(331).(373)}

3.17 Definition Eine Gruppe G heiBt zyklisch, wenn es ein a € GG gibt, so dass
sich jedes x € G in der Form x = a* (k € 7Z) darstellen 138t, mit a° := e
(neutrales Element) und a* :=ao...0a, a=* := (a=')* fiir k € N.

a heiBt dann Erzeuger von G, formal: G = (a).

3.18 Beispiele (zyklische Gruppe) 1. Die additive Gruppe (Z, +) ist zyklisch
mit Erzeuger a = 1, denn jedes x € Z lasst sich als positives oder negatives
Vielfaches von 1 darstellen.

2. Die zyklische Gruppe (nZ, +), n € N, wird von n erzeugt.

3.19 Bemerkung Jede zyklische Gruppe ist kommutativ. (Dies folgt direkt aus
der Definition.)

Eine Gruppe heiBt endlich, wenn sie als Menge endlich ist. Die Zahl |G| ihrer
Elemente heiBt dann Ordnung der Gruppe.

Frage: Gibt es Gruppen beliebiger Ordnung n € N7 Die Antwort heiBt "ja". Wir
werden solche Gruppen durch Nebenklassenbildung konstruieren.

3.20 Definition Eine Relation R C M x M heiBt Aquivalenzrelation, wenn
fir alle x,y,z € M

I (z,z) € R (R ist reflexiv)

2. (z,y) € R= (y,z) € R (R ist symmetrisch)
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3 (z,y) € Rund (y,2) € R = (x,2) €R (R ist transitiv ).
Statt (x,y) € R schreibt man dann x ~ y.

3.21 Beispiele (Aquivalenzrelationen) 1. Die Gleichheits-Relation auf der
Menge M ist R := {(z,y) € M x M |z = y}.

22 M=7Z,neN. x~y <<= x—yE€nl.

(Das Zeichen :<=> steht dabei fiir die Definition der linken Seite durch die
rechte.)

3.22 Definition Die von m € M erzeugte Aquivalenzklasse [m] ist die Teil-
menge [m] := {n € M | n ~ m}.
Die Elemente einer Aquivalenzklasse heiBen ihre Reprdsentanten.

Zwei Aquivalenzklassen sind entweder gleich oder disjunkt; jedes Element von M
ist in genau einer Aquivalenzklasse enthalten.

3.23 Beispiele (Fortsetzung von 3.21) 1. Die Aquivalenzklassen der Gleich-
heits-Relation sind einelementig.

2. Z=U/gli] mit [[j={zx€Z]|x—icnZ}

Das letzte Beispiel lasst sich als Spezialfall einer gruppentheoretischen Konstruk-
tion auffassen:

3.24 Definition Es sei H C G eine Untergruppe von G und a € GG. Dann heilt

aH := {ax |z € H} eine Linksnebenklasse,
Ha := {za|xz € H} eine Rechtsnebenklasse

von H in G. H heiBt Normalteiler von GG, wenn fiir alle a € G gilt: aH = Ha.

3.25 Bemerkungen l. acaH, a€ Ha

2. aH =bH <= blac H
Denn insbesondere ae = bh mit h € H = b"'a € H.

3. Entweder aH = bH oder aH NbH = ().
Denn mit ah; = bhy fiir gewisse hi, ho € H ist b~'a = hohy' € H.
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4. Zugehorigkeit zur gleichen Links- (bzw. Rechts-)nebenklasse ist eine Aqui-
valenzrelation.

Kerne von Gruppenhomomorphismen ¢ : GG; — G5 sind immer Normalteiler,
denn

p(ah) = p(a)p(h) = p(a) = p(h)p(a) = p(ha)  (h € ker(p)).

3.26 Beispiele (Normalteiler) 1. A, ist Normalteiler von S,,, denn A, =
sign™(1) und sign ist ein Gruppenhomomorphismus.

2. Die Untergruppe H :={(133).,(333)} C Ss ist kein Normalteiler, denn fiir

a:=(133) ist

ol ={(133),(313)} # Ha={(133),(331)}

3.27 Satz Es sei H C G Normalteiler. Durch aH - bH := abH wird die Menge
der Nebenklassen von H zu einer Gruppe, der so genannten Faktorgruppe von
G nach H, in Zeichen G/H.

Beweis:

o Wohldefiniertheit:

(aH=dHundbH =VH) = (a™'d’ € Hund b= € H) = (ab) "'’V =
bL(ata ) € b HY = bW H = H.

—> abH = d'b'H

—aH -bH =d'H-VH.

o Assoziativitat:
(aH-bH)-cH = abH -cH = abcH = a(bc)H = aH - (bc)H = aH - (bH -cH).

e Neutrales Element eH :
eH -aH = eaH = aH.

e Zu aH inverses Element a ' H:
a'H -aH =a"'aH =eH = H.
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3.28 Beispiele (Faktorgruppe) 1. Wir betrachten den Normalteiler H := nZ
von GG := Z. Die Nebenklassen bezeichnen wir mit

ki=k+nZ (ke€{0,...,n—1}).

Addition in der Faktorgruppe Z_/n@ z.B. fir n = 5:

+]10 1 2 3 4
0/0 1 2 3 4
111 2 3 40
212 3 4 01
313 401 2
414 01 2 3

2. Als abstrakte Gruppe ist S,,/ A, = ({—1,1},-) falls n # 1.

Das erste Beispiel zeigt, dass es endliche Gruppen jeder vorgegebenen Ordnung
n € N gibt.

4 Ringe und Korper

Ganze Zahlen konnen wir nicht nur addieren, sondern auch multiplizieren. Will
man allerdings auch dividieren, so muss man vom Ring (Z,+,-) der ganzen
Zahlen zum Korper (Q, +, -) der rationalen Zahlen iibergehen.

Allgemein definieren wir:

4.1 Definition Eine Menge A mit zwei Operationen
+:AxA—A und -:AXA—A

heiBt Ring, falls gilt:

1. (A, +) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0 und zu a inver-
sem Element —a).

2. Assoziativitit: (a-b)-c=a-(b-c) (a,b,c € A).

3. Distributivitat:
a-(b+c)=a-b+a-c und (b+c)-a=b-a+c-a (a,b,c € A).
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4. Falls zusatzlich gilt:
dJ1€eAVae A:1-a=a,
heiBt A Ring mit Einselement®.

5. FallsVa,be A:a-b=1"b-a, heift A kommutativer Ring.

4.2 Bemerkung In Ausdriicken wie den rechten Seiten von 3. wird erst multi-
pliziert, dann addiert.

Wir wollen nun sehen, wie man die rationalen Zahlen @, ausgehend von der
Menge Z der ganzen Zahlen, konstruiert.

Zunachst erscheint es gar nicht notwendig, sich diese Arbeit zu machen, denn
uns sind die rationalen Zahlen ja als die Briiche p/q ganzer Zahlen p und ¢ mit
q # 0 vertraut. Bei einer formalen Definition ist es allerdings notwendig zu sagen,
wann zwei solche Briiche die gleiche rationale Zahl bezeichnen. Daher fiihrt man
auf der Menge Z x N der Paare (p, q) von Zihler und Nenner die Relation

(p1,q1) ~ (P2, @2) = P1g2 = P2qh

ein. Dies ist eine Aquivalenzrelation (nachpriifen!).
Als Reprasentanten der Aquivalenzklassen kénnen wir z.B. die Paare (p, q)
mit teilerfremdem p und ¢ nehmen; diese entsprechen den gekiirzten Briichen.

4.3 Definition Die Menge der rationalen Zahlen ist durch Q := Z x N/ ~
gegeben, die Addition wird durch

(p1, 1) + (P2, @2) = (P1G2 + P21, 11 G2)
induziert und die Multiplikation durch
(P1,q1) - (P2, @2) = (P1P2, Q142)-
Mit diesen Operationen wird QQ zum Ring:

4.4 Beispiele (Ringe) 1. (Q,+,-) ist ein kommutativer Ring mit 1, ebenso R
und C. Z.B. in [3] findet man weitere Informationen iiber rationale, reelle und
komplexe Zahlen.

#Wir bezeichnen zwar das Einselement mit dem Symbol 1, es ist aber von 1 € N verschieden.
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2. (Z,+,-) ebenso, Division ist aber nicht mdglich.
3. Firn > list (nZ,+,-) ein kommutativer Ring ohne 1.

4. Fir n € N kénnen wir auf (Z/nZ,+) eine Multiplikation einfiihren, indem
wir die Reprasentanten der Nebenklassen miteinander multiplizieren und dann
die Nebenklasse des Produktes als Ergebnis auffassen. Das Ergebnis ist un-
abhangig von der Wahl der Reprasentanten, denn fiir

ay =a;+rn und by =0b; + sn
ist

asbs = a1by + n(rby + rsn + say),
liegt also in der gleichen Nebenklasse wie a;0;.

Damit wird (Z/nZ,+, -) zu einem kommutativen Ring mit neutralem Element
0 der Addition und 1 der Multiplikation. Etwa fiir n = 5 ergibt sich folgende
Multiplikationstabelle:

-0 1 2 3 4
0/0 0 0 00
110 1 2 3 4
2|0 2 4 1 3
310 3 1 4 2
410 4 3 2 1

Diese Ringe heiBen Restklassenringe.

5. Nicht kommutative Ringe werden wir im Zusammenhang mit linearen Abbil-
dungen eines Raumes in sich kennen lernen.

4.5 Satz In einem Ring R gilt fir allebe R 0-b=5b-0=0.

Beweis: Wegen 0+0=0gilt 0-b64+0-b = (0+0)b = 0b, also 0-b = 0. Analog
firb-0=0. O

4.6 Satz In einem Ring gilt a - (—=b) = (—a)b = —(ab).

Beweis: ab+ a(—b) = a(b+ (b)) =a-0=0.
Die erste Identitat ist dabei das Distributivgesetz, die zweite wurde im letzten
Satz bewiesen. Analog ist (—a)b = —(ab). O

25



Eine reelle Funktion f : R — R nennen wir (reelles) Polynom, wenn wir fiir ein
n € N und geeignete Koeffizienten ay, . ..,a, € R diese Funktion in der Form

f@) =apa" + a1 '+ +axr+ay  (z€R)

schreiben konnen. Nicht jede reelle Funktion lasst sich so schreiben (Gegenbei-
spiele sind cos, In, tan etc).

Wir kénnen ein Polynom durch die Folge (aq,...,a,) seiner Koeffizienten
festlegen. Umgekehrt sind auch die Koeffizienten reeller Polynome eindeutig be-
stimmt:

4.7 Satz Es bezeichne R einen der Ringe C,R,Q oder Z. Sind a;,b; € R und

Ist
n n
Zaixi = Zbixi (x € R),
i=0 i=0

dann ist a; = b; (i € {0,...,n}).

n

Beweis: Das Polynom p(z) := Y7  ¢;z" mit ¢; :== a; — b; hat dann den kon-
stanten Wert Null, und es ist zu zeigen, dass alle ¢; = 0 sind. Andernfalls gibt es
einm € {0,...,n} mit ¢, # 0 und ¢, = 0 fiir & > m. Wéare m = 0, dann ware
p das konstante Polynom p(z) = ¢y # 0. Damit ist p(z) = > ", c;x" und fiir

x # 0ist p(x) = cpa™ (1 + ! f—;mlfﬂl) Fir |z] > 2m - maxi<;<m|¢i/Cm|
ist |7 f—mx’_m‘ <3| |A] < 4 sodass [p(x)] > |22 > 0. Wider-
spruch. O

Ci

Nichts hindert uns daran, analog iiber einem beliebigen Ring R Folgen (ay, . .., a,)
von Koeffizienten a; € R und die Funktion = + Z?:o a;z" zu betrachten. Ist
f(z) = X" ax’ und g(x) = >0 bix’, dann kénnen wir diese Polynome
punktweise addieren und multiplizieren, indem wir

(f+9)(x) = flz)+g(x) . (f-9)x):=[f(x) g9(z) (reR)

setzen. Es gilt dann

max(m,n) min [ i
(f+g) (@)= > (ai+b)a’ und (f-g)(x) =) (Z az‘—kbk) a' (r€R)

=0 =0 k=0

(wobei wir von der Méglichkeit Gebrauch gemacht haben, die Koeffizientenfolgen
rechts mit Nullen aufzufiillen).
Satz 4.7 gilt aber nicht fiir beliebige Ringe:
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4.8 Beispiel (Polynomringe) Wir betrachten im Restklassenring R := Z/5Z
das Polynom
p(z) =2° -z =x(z" - 1) = z(2* +9).

Wegen dieser Uneindeutigkeit der Koeffizienten ist es sinnvoller, fiir beliebige
Ringe R Polynome liber R als Koeffizientenfolgen zu definieren, statt sie als
Funktionen anzusehen.

Der Index r des letzten von Null verschiedenen Koeffizienten a, # 0 heiBt
Grad des Polynoms. Sind alle a; = 0, dann setzen wir den Grad gleich —oc.
Damit ist der Grad des Summenpolynoms hochstens gleich dem Maximum der
Grade der Summanden. Der Grad des Produktpolynoms ist hochstens gleich der
Summe der Grade der Faktorpolynome.

4.9 Satz Die Polynome iiber einem Ring R mit punktweiser Addition und Mul-
tiplikation bilden einen kommutativen Ring. Besitzt R ein Einselement, dann ist
p(z) = 1 Einselement des Polynomrings.

Dieser Ring wird mit R[z] bezeichnet. Analog kann man auch Ringe R[z,y] von
Polynomen zweier Variablen einfiihren etc.

4.10 Definition Ein kommutativer Ring K mit Einselement 1 heiBt Korper,
wenn

Va € K\{0} db € K :ba=1 (inverses Element der Multiplikation)

und
1#£0.

Das zu a inverse Element b muss eindeutig sein, denn (K\{0},-) bildet eine
Gruppe. Wir schreiben daher a=! statt b.

Der Korper Q der rationalen Zahlen:

Der Ring (Z,+,-) ist kein Korper, denn auBer —1 und 1 besitzt keine Zahl
ein multiplikatives inverses Element. Wir haben aber aus Z den so genannten
Quotientenkdrper Q konstruiert (vgl. Definition 4.3). Reprasentanten der neu-
tralen Elemente von Addition und Multiplikation sind (0,1) und (1,1), wahrend
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—(p,q) = (—p,q) und (1,1)/(p, q) = sign(p) - (¢, p) gilt (Letzteres natiirlich nur
fir p # 0). Die Relation (p1,q1) < (p2, q2), falls p1ga < poqq, Ubertragt sich auf

Q.

Der Korper R der reellen Zahlen:

Analog bilden die reellen Zahlen den Kérper (R, +,-). Man konstruiert sie mit-
hilfe der so genannten Dedekind-Schnitte, das sind Teilmengen M C Q mit
() # M # Q und der Eigenschaft, dass aus a € M, b € Q mit b > a auch
b € M folgt. AuBerdem wird gefordert, dass M kein kleinstes Element besitzt.
Als Menge definieren wir die reellen Zahlen durch

R :={M C Q| M ist Dedekind — Schnitt}.
Die rationale Zahl a € QQ entspricht dabei der Menge
M:={ecQ|b>a} eR.

Die Addition bzw. Multiplikation der Dedekind-Schnitte erfolgt durch die ent-
sprechende Operation auf den Mengen, d.h.

M1—|—M2 = {m1+m2|m1€]\/f1, mQEMQ}

und
M1 : M2 = {m1 - Mo | my € M17 mo € MQ}

Letztere Definition ist nur fiir Dedekind-Schnitte M; und M; sinnvoll, die nicht
negative reelle Zahlen reprasentieren, die also als Mengen im neutralen Element
{b € Q| b> 0} € R der Addition enthalten sind. Andernfalls iibertragt man das
Produkt der Vorzeichen auf den Produktschnitt.

Man priift fiir diese Operationen die Giiltigkeit der Kérperaxiome nach (siehe
z.B. [1]). Auf R wird durch M; < M, :<= M; D M, eine Ordnungsrelation
eingefiihrt.

Neben den Dedekind-Schnitten, die rationale Zahlen reprasentieren, finden
wir weitere Zahlen, z.B. /2, reprasentiert durch den Dedekind-Schnitt

{acQ|a>0,ad*>2}.

Der Korper C der komplexen Zahlen:
Aus R konstruieren wir folgendermaBen den Korper (C, +, -) der komplexen Zah-
len. Als Menge ist

C:=R xR,
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geometrisch entspricht einer komplexen Zahl also ein Punkt in der Ebene R2.
Addition und Multiplikation von a = (a1, ay) und b = (b1, bs) € C sind durch

a—+ b= (a1 + as, b1 + bg) und a-b:= (a1b1 — CLQbQ, (Ile + a2b1>

gegeben. Damit bildet C eine additive Gruppe mit neutralem Element (0,0) und
zu a inversem Element —a = (—ay, —ay). Das neutrale Element der Multiplika-
tion ist (1,0). Das zu (a1,a2) € C\ {(0,0)} inverse Element ist

(a1/(a + a3), —az/(ai + a3)).

a1 = Re(a) wird der Realteil von a = (a1,a2) € C genannt, ay = im(a)
der Imaginirteil. |a| := \/a? + a3 heiBt der Betrag von a. Mit der Abkiirzung
i := (0, 1) fur die imaginire Einheit ist i* = —1, und wir schreiben kurz a; + iay
statt (a1, as) € C. Die Abbildung

C—C , z=Re(z)+iim(z) — z:=Re(z) —i im(z)

heiBt Konjugation. Sie ist ein sog. Korperautomorphismus von C, d.h. es gilt
immerv+w=0+w, v-w=7uv-wund 1 = 1. AuBerdem ist Z = 2.

Warum sind komplexe Zahlen niitzlich? Z.B. weil wir aus jeder Zahl die Wurzel
ziehen konnen, oder allgemeiner, weil jedes nicht konstante komplexe Polynom
eine Nullstelle besitzt. C ist aber auch dann niitzlich, wenn man sich eigentlich
nur fiir R interessiert.

4.11 Beispiele (komplexe Zahlen) 1. Fiir a:=14¢ und b:=3 — 2i ist
a+b=4—i , a-b=3-2(6*)+i(3—-2)=5+i , b=3+2,
|b|> = bb = 13 und a/b = ab/(bb) = (1 + 5i)/13.
2. Es gibt 3 komplexe dritte Wurzeln der 1: 1, 2(—1++/3¢) und (-1 — v/3i).
3. Jede reelle kubische Gleichung lasst sich auf die Form
2% = 3pr + 2¢ (4.1)

mit geeigneten reellen Koeffizienten p und ¢ bringen, indem man einen evtl.
vorhandenen quadratischen Term durch eine Substitution der Form x +— z+k
eliminiert. Die Losung

wzf/qu qQ—p3+§’/q—\/q2—p3 (4.2)
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stammt von Cardano und findet sich in seinem 1545 erschienenen Buch 'Ars
Magna'.

Im Gegensatz zu den quadratischen Glei-

chungen besitzt (4.1) immer eine reelle

Losung. Ist z.B. 100

50

23 =15z +4, also p=254¢=2,

dann iberpriift man durch Einsetzen,
dass 1 = 4 eine Losung ist. Polynom-
division ergibt die beiden anderen Losun-
gen:

(z° — 152 —4)/(x —4) =2 + 4z + 1, also zy3 = -2+ V3.

Wie konnen wir alternativ die Formel (4.2) benutzen? Nun, diese lautet

xr = \3/2+\/—121+ 6’/2—\/—121 = /24 11i + v/2 — 114.

Wie man durch Bilden der dritten Potenz iiberpriift, ist 2 4 ¢ eine dritte
Wurzel von 2 + 117.° Dies entspricht der Lésung 1 = (2 + 1) + (2 — 7).
Die beiden anderen Losungen x5 und z3 erhdlt man, indem man analog die
beiden anderen dritten Wurzeln von 2 + 117 einsetzt. Diese lauten (unter
Verwendung des 2. Bsp.) (2+1) - 3(—1 — v/3i) = =1+ 13+ (=3 - 1)i
und (2 +14) - 3(—1 4+ v/3i) = =1 — 1v/3+ (/3 — 1)i. Die Moral von der
Geschicht'? Die Cardano-Formel liefert am Ende die drei reellen Losungen,
um diese aber zu berechnen, muss man 'ins Komplexe gehen'.

Restklassenkorper:
Wie wir durch Betrachtung der Multiplikationstabelle von Z/5Z feststellen kdnnen,
ist dieser Ring ein Korper, denn in jeder Spalte taucht die 1 auf, und 1 # 0.

Das konnte uns glauben lassen, dass die Ringe (Z/nZ,+,-) immer Korper
sind. Das ist aber falsch: Fiir Z/47Z haben wir die Multiplikationstabelle

SWird das Zeichen =+ in einer Gleichung benutzt, dann gilt diese fiir beide Vorzeichen.
Taucht das Zeichen mehrmals auf, dann muss es an allen Stellen als + bzw. an allen Stellen
als — gelesen werden.
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Wir finden kein b € Z/4Z mit b-2 = 1. Das Element 2 hat also kein inverses
Element und 2 # 0. Stattdessen hat Z/47 den so genannten Nullteiler 2, denn
es gilt 2-2 = 0.

4.12 Definition Ist R ein Ring und a € R\{0}, dann heiBt a linker bzw.
rechter Nullteiler, falls b € R\{0} mit ab =0 bzw. ba = 0 existiert.

4.13 Bemerkung In einem kommutativen Ring fallen beide Begriffe natiirlich
zusammen.

4.14 Satz Kérper haben keine Nullteiler.
Beweis: Es seia € K\{0} und b € K. Ausab =0 folgt b =a'ab = a~'0 = 0.
U

Welche Restklassenringe sind nun Korper?

Die Antwort auf diese Frage ergibt sich aus folgender Beobachtung. Um ein
Korper sein zu konnen, muss ein Ring R ein Einselement 1 besitzen. Fiir n € Z
konnen wir jetzt n X1 durchnx1:=14 1+ ...+ 1 definieren. Wie das Beispiel

n—mal

des Ringes Z/nZ zeigt, kann der Fall n x 1 = 0 eintreten.

4.15 Definition Die Charakteristik eines Kérpers K ist 0, fallsn x 1 # 0 fiir
alle n € N gilt. Sonst ist sie das kleinste n € N mit n x 1 = 0.

4.16 Beispiele (Charakteristik) 1. Die Charakteristiken von @, R und C sind
Null.

2. Die Charakteristik von Z/5Z ist 5.

4.17 Satz Ist die Charakteristik p eines Kérpers > 0, dann ist p eine Primzahl.
N K K K

Beweis: p ist jedenfalls # 1, denn W W W w .

1 x 1 =1 # 0
Ware p > 1 nicht prim, dann gibe es s,t € N, s,¢ > 1 mit p = st. Damit waren
s x 1 und t x 1 Nullteiler, denn s x 1 # 0 # ¢t x 1 wegen s,t < p. O
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4.18 Korollar Ist n € N nicht prim, dann ist Z/nZ kein Kérper.

4.19 Satz Der Restklassenring Z/nZ ist genau dann ein Kérper, wenn n € N
prim ist. n ist dann die Charakteristik von Z/nZ.

Beweis: Wir nehmen an, dass n prim ist und miissen fiir jedes a € (Z/nZ)\{0}
die Existenz eines inversen Elementes b € Z/nZ mit ba = 1 zeigen. Es reicht
hier aber aus zu zeigen, dass (Z/nZ) nullteilerfrei ist. Denn dann ist fiir jedes
a € (Z/nZ)\{0} die Abbildung

Z/nZ v Z/nZ , b ba

injektiv.

Wie sieht man diese Injektivitdt? Nun, wenn by £ by, aber bia = bya wire,
dann wire ¢ := by — by # 0, aber éa = 0, @ und ¢ wiren also Nullteiler.

Es kann aber keine Zahlen a,c € {1,...,n — 1} geben, fiir die ac ein Vielfa-
ches von n ist. Denn sonst miisste a oder ¢ den Primfaktor n enthalten.

Injektive Abbildungen einer endlichen Menge in sich sind aber auch surjektiv,
also bijektiv. Es gibt also ein b mit b-a = 1 und wir haben bewiesen, dass Z/nZ
ein Korper ist.

Dass n auch die Charakteristik ist, sieht man daran, dass n x 1 =7 = 0 ist
und firm € N, m <n m # 0 ist. O

5 Vektorraume

In diesem Kapitel beginnen wir mit dem eigentlichen Thema der Linearen Algebra,
der Theorie der Vektorraume und der linearen Abbildungen zwischen Vektorraum-
en.

5.1 Definition Eine abelsche Gruppe (V,+) heit Vektorraum oder linearer
Raum iiber einem Kérper K, wenn sie mit einer Abbildung - : K xV — V,
genannt Skalarmultiplikation®, versehen ist, fiir die folgende Axiome gelten:

1. (klk’g)'l]:lfl'(kz'?}) (k’kaGK,UEV)
(Pseudoassoziativitat).

2. (k:1+k2)-v:k1~v—|—k‘2-v (k)l,kg,kEK,U,Ul,UQEV)
k'(U1+U2):]{J'Ul+k'Ug
(Distributivitat)

bdarf nicht mit dem Skalarprodukt zweier Vektoren verwechselt werden.
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3 1-v=v (le K,oeV).
Die Elemente von V' heiBen dann VVektoren.

5.2 Bemerkungen 1. Man stelle sich die Skalarmultiplikation mit £ € K als
Streckung des Vektors v um den Faktor k vor. Fiir K = R ist das die richtige
geometrische Interpretation.

2. Pseudoassoziativitat deshalb, weil hier Objekte aus verschiedenen Mengen
miteinander multipliziert werden.

3. Man beachte, dass beispielsweise bei (k1 + k2) - v = ki - v + kg - v links in K,
rechts in V' addiert wird.

4. Wiirde man 1 - v = v nicht verlangen, kdnnte man ohne Konflikt mit den
anderen Axiomen die Skalarmultiplikation so definieren, dass alles auf 0 € V'
abgebildet wird. Das ware zu langweilig und wird durch Axiom 3. ausgeschlos-
sen, falls die Gruppe V' aus mehr als dem Element 0 besteht.

5.3 Beispiele (Vektorrdaume) 1. V = ({0},+), K beliebig, k-0 := 0 fiir
alle £ € K. Dieser Vektorraum heiBt der nulldimensionale Raum iiber K.
Nulldimensionale Raume iiber verschiedenen Kérpern werden unterschieden.

2. V := K, Skalarmultiplikation := Korpermultiplikation. Dieser Vektorraum
heiBt der eindimensionale arithmetische Vektorraum (liber K .

3. Firn € N ist auf der Menge V' := K x ... x K, also dem n—fachen cartesi-
| —

n—mal
schen Produkt von K, eine Gruppenstruktur durch

v+w = (v +wy, ..., 0, + W)

fir v:=(vy,...,v,) € Vund w := (wy,...,w,) € V definiert.
Die Gruppe ist abelsch und hat das neutrale Element 0 := (0,...,0).
(—v1,...,—v,) ist zu v invers.

Man kann jetzt eine Skalarmultiplikation K x V' — V durch

k-v:=(kvy,... kv,) (kEK,v:(vl,...,vn)EV)
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einfiihren. Der entstehende Vektorraum iiber K wird mit K" bezeichnet und
heiBt n—dimensionaler arithmetischer Vektorraum liber K. Beispielsweise ist
der R? unser Anschauungsraum.’

4. Ist K ein Korper, S eine beliebige, nicht leere Menge und V := {f : S — K},
dann wird mit den Definitionen

(f+9)(s) = f(s)+g(s) (f,geV,s€S)

und
(kf)(s):=k _— f(s) (feVke K;s€S)

Mult. in K
(V,+, K, ) zu einem Vektorraum iiber K.

Dieser Vektorraum ist fiir viele praktische Zwecke zu groB. Beispielsweise wird
man in der Analysis statt V' := {f : R — R} die Teilmenge der stetigen
(oder differenzierbaren, etc.) reellen Funktionen betrachten. Diese enthilt die
Nullfunktion und ist unter Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossen.

5. Die Menge V' := K|[x] der Polynome a,z" + ... + ay lber einem Kdrper K
(aufgefasst als Koeffizientenfolgen (ay, ..., a,)) mit Addition der Koeffizien-
ten und Skalarmultiplikation & - (ao, . . .,a,) := (k- aq, ..., k-a,) bildet einen
Vektorraum.

5.4 Definition Eine Teilmenge U C V eines K—Vektorraums V' heit Unter-
vektorraum oder Unterraum, wenn U Untergruppe von (V,+) und k- u € U
firke K,ueU.

5.5 Beispiele (Untervektorrdume) 1. Die Gerade U := {(x,2z) e R? | z €
R} in der Ebene, und die Gerade {(z,2z) € (Z/5Z)* | x € Z/5Z}

"Hier zeigt sich ein typisches Dilemma der Mathematik. Eigentlich bedeutet K™ ja zunichst
nur eine Menge. Um die additive Gruppe zu bezeichnen, miisste man die Gruppenverkniipfung
-+ mitangeben, also (K™, +) schreiben. Der Vektorraum ist erst nach Angabe von Gruppe,
Korper und Skalarmultiplikation fixiert, also durch das Vier-Tupel (K™, +, K,-). Trotzdem
schreibt man meistens kurz K™ und denkt sich den Rest.
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2. U :=CR,R) :={f : R — R | f ist stetig} bildet einen Unterraum des
R-Vektorraums Abb(R, R) aller Funktionen f : R — R.

3. Fiir einen Korper K und n € N ist
V., :={p | p ist Polynom < n—ten Grades}

ein Unterraum des Vektorraumes K[z| aller Polynome iiber K.

Fir K = R ist )
/ v(x)de = 0}
-1

ein Unterraum, der die ungeraden Polynome (aber fiir n > 1 nicht nur diese)
enthalt.

U::{Uevn

5.6 Bemerkung Damit sind Untervektorraume von K—Vektorraumen selbst K-
Vektorraume.

5.7 Satz Der Durchschnitt beliebig vieler Untervektorrdume eines Vektorraums
ist selbst ein Unterraum.

Beweis: Es sei S ein System von Unterrdumen U C V und D :=(),.q U. Dann
sind fiir a,b € D auch a,b € U fiir alle U € § und wegen der Unterraumeigen-
schaft der U ist a+b € U und fir k € K ka € U. Also auch a+ b € D und
ka € D. Wegen 0 € U fiir U € S ist D ein Unterraum. O

Analog kdnnte man glauben, dass die Vereinigung von Unterraumen einen Un-

terraum ergibt.
Das ist aber falsch. Zwar sind R x {0} und {0} x R

Unterrdume des R?, aber ihre Vereinigung V := R x
{0} U{0} x R, das Achsenkreuz, ist kein Unterraum,
denn (1,0) € V, (0,1) € V, aber (1,0) + (0,1) =
(1,1) ¢ V.

In einer gleich zu beschreibenden Weise spannen aber schon die Vektoren
(1,0) und (0, 1) den R? auf.

01 e (11

(1.0)

5.8 Definition Der von einer Teilmenge M C V aufgespannte oder erzeugte
Untervektorraum st

span(M) = [M] := ﬂ{U C V| U ist Unterraum von V, M C U}.

M heiBt Erzeugendensystem von V', wenn [M| =V ist.
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Nach dem gerade formulierten Satz ist [M] tatsachlich ein Unterraum von V.
Esist M C [M] und M = [M] genau dann, wenn M ein Unterraum ist. Es gilt
(0] = {0}, denn die leere Menge ist in jedem Unterraum enthalten.

5.9 Beispiel M := {(1,0),(0,1)} C R? spannt [M] = R? auf.

Manchmal méchte man [M] direkter als durch den Schnitt aller M enthaltenden
Unterrdume aus M gewinnen. So ist es im letzten Beispiel moglich, jeden Vektor
vE[M]=R?alsv=c;-(1,0)+c-(0,1) mit geeigneten ¢;, co € R darzustellen.
Allgemeiner definiert man

5.10 Definition Es seien vy,...,v, € V endlich viele Vektoren. Jeder Vektor
der Form Z?Zl cv; € V mit ¢; € K, wird dann eine Linearkombination der
Vektoren v, ..., v, genannt.

Ein Vektor heiBt Linearkombination einer nicht leeren Menge M C V,
wenn er Linearkombination endlich vieler Vektoren aus M ist.

5.11 Satz Essei M C V nicht leer und M* die Menge der Linearkombinationen
von M. Dann ist M* = [M].

Beweis: M * ist ein Unterraum von V, denn M* D> M +# (), und mit v,w € M*
und k& € K ist auch
v4+we M |, kve M.

(Wir schreiben namlich v = 3" | civ;, w = Z;”Zl djw; mit v;, w; € M, ¢;,d; €
K. Dannsind v +w =31, cu; + > 1 djw; ebenso wie kv =3 1" (k- ¢;)v;
wieder (endliche) Linearkombinationen von Vektoren aus M).

Der Unterraum M* enthdlt M, sodass M* DO [M]. Andererseits ist [M] ein
M enthaltender Unterraum, enthalt also alle Linearkombinationen von M. Daher
gilt auch die umgekehrte Inklusion [M] D M*. O

Unser Ausgangspunkt war die Feststellung, dass die Vereinigung von Unterraum-
en im Allgemeinen kein Unterraum ist. Es liegt nun nahe, statt der Vereinigung
die Summe der Unterrdume zu betrachten.

5.12 Definition Essei S ein Mengensystem von Untervektorraumen U € S von
V. Der Summenraum ), _. U ist durch

S

UeS

Uu

UeS
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definiert.
Ist S = {Uy,...,U,}, dann schreibt man auch Uy + ...+ U,.

5.13 Satz Der Summenraum ), _s U besteht genau aus den Vektoren v € V,
die sich in der Form

n
U:E w; mit u; € U;
i=1
schreiben lassen, wobei die Unterrdume Uy, ..., U, € S voneinander verschieden
sind.

Beweis: Da M := UyesU # 0, lasst sich nach Satz 5.11 jeder Vektor v €
> ves U als Linearkombination von M darstellen. Also ist v = > | d;ii;, wobei
wir durch Umordnung

u;eU; fir J@i)<j<J(@+1) und U; #U;, fir i#k

erreichen konnen. Dann ist wegen der Unterraumeigenschaft von U; aber auch

J@E+1)—-1  ~
U; ‘= Z]iJ(zg CjU, € UZ O

Anwendung: Codes. Daten werden als Folgen von Bits iiber Leitungen (sog. Kanile)
iibertragen. Dabei passieren Ubertragungsfehler. Aufgabe der sog. Kanalkodierung ist
es, so weit moglich derartige Fehler zu erkennen und zu beheben.

Ein Bit konnen wir als die Menge B := {0, 1} ansehen.

Da wir Bits addieren und multiplizieren wollen, fassen wir B als den zweielemen-
tigen Korper auf.

Damit sind n Bits mit dem arithmetischen Vektorraum B" gleichzusetzen. Es ist
| B™| = 2™, wir kénnen durch Identifikation der zu iibertragenden Zeichen mit gewissen
Vektoren aus B™ also maximal 2™ Zeichen ibertragen. Es ist aber ratsam, nicht alle
Vektoren als Codewdrter zu verwenden, will man eventuell auftretende Ubertragungs-
fehler erkennen und beheben.

Der sog. Hammingabstand

d:B"xB"—{0,...,n} , d(v,w) :zn—Zé(vk,wk)
k=1

definiert eine Metrik auf B", die translationsinvariant im Sinne d(v + u,w + u) =
d(v,w) ist. Um nun moglichst viele Ubertragungsfehler beheben oder zumindest erken-
nen zu konnen, wird man versuchen den minimalen Hammingabstand der Codewdrter
moglichst groB zu halten.

Typischerweise wahlt man die Vektoren, die Zeichen codieren, aus einem Unter-
raum.
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5.14 Definition C' C B™ heiBt (linearer) Code, wenn C' ein Unterraum von B" ist.
Ist k := dim(C'), dann nennt man C einen (n, k)—Code.

5.15 Beispiele (lineare Codes) 1. n = 3, C' = {(g) , (D} C B3 ist ein k = 1-
dimensionaler Unterraum, es handelt sich also um einen (3,1)—Code. Das Zeichen
0 wird durch <§> € C codiert, die 1 durch (%) € C (daher heiBt C' auch Wie-

derholungscode).

Bei der Decodierung werden den Zeichen @) , (%) , (?) und <(1)) die 1 zuge-

ordnet, den Zeichen <(8)) , (%) , (é) und (g) dieo().

Damit kann ein Fehler bei der Ubertragung erkannt und beseitigt werden, allerdings
bei einer auf ein Drittel gesenkten Ubertragungsrate.

b1
2. n beliebig, C' = {( : ) € B" | b, =Y} b}
bn

Hier dient das letzte Bit als sog. Parititsbit, der Code heiBt entsprechend Paritits-
code.

Die Vektoren b € C haben die Eigenschaft, dass > " ; b; = 0 ist.

Ein einzelner Ubertragungsfehler wird dadurch erkannt, dass der fehlerhaft iibert-
ragene Vektor die Paritdtssumme > " | b; = 1 besitzt. Zwar kann der Fehler nicht
korrigiert werden (da im Allgemeinen unbekannt ist, an welcher der i méglichen
Positionen er auftrat). Man kann aber die Nachricht ein zweites Mal iibertragen
und auf mehr Gliick hoffen.

Der Vorteil dieses Paritdtscodes ist, dass er ein (n,n — 1)-Code ist, also eine gute
Ubertragungsrate bewirkt.

6 Basis und Dimension

Die Vektoren vy := (3,0), vy := (0,2), v3 := (2,3) € R? spannen den R? auf,
es gilt also
RQ — [{Ulav27v3}]'

Wir kénnen damit jeden Vektor w = (w;, w,) € R? als Linearkombination der v;
darstellen. Diese Darstellung ist aber nie eindeutig. So gilt fiir

w:= (1,0) w = vy,
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aber auch

_ 1 3
w = 5’03 — ZUQ etc.

Der intuitive Grund fiir diese Uneindeutigkeit
ist der, dass wir mit v, v9 und v3 zu viele Vek-
toren zur Linearkombination zur Verfiigung ha- Uy
ben, genauer gesagt, einen zu viel. Denn die
"Dimension” des R? ist ja zwei, es sollten also
zwei dieser drei Vektoren ausreichen. Man ver-
steht das Problem besser, wenn man feststellt,
dass der Nullvektor 0 = (0, 0) die Darstellung

U3

- o

w U1

0= —%vl — %vg + v
besitzt. Hat man w als Linearkombination der vy, vy, v3 dargestellt, kann man
auf beiden Seiten ein Vielfaches des Nullvektors hinzuaddieren und erhilt eine
neue Darstellung von w als Linearkombination der vy, v, v3. Z.B. ist

w = %U1+0= —%vl — %vz+vg.
Es ist nun praktisch, Vektoren als Linearkombinationen fester Vektoren zu schrei-
ben, denn dann libertragt sich Addition von Vektoren und Multiplikation mit
Skalaren auf die Koeffizienten. Andererseits ist es oft unpraktisch, wenn die Dar-
stellung als Linearkombination nicht eindeutig ist. Daher definiert man

6.1 Definition Vektoren vy,...,v, € V heiBen linear unabhdngig, wenn der
Nullvektor nur die triviale Darstellung O = 0-v; + ...+ 0 - v, zulasst, wenn
aus0=>"" ¢, alsoc =...=c, =0 folgt.

Andernfalls heiBen sie linear abhdngig.

6.2 Beispiel {v1,vs,v3} sind linear abhangig. {v1,v2} sind linear unabhingig,
ebenso wie {vy,vs3}, {ve, v3}, {v1}, {ve} und {vs}.

6.3 Definition Eine Teilmenge M C V heiBt linear unabhangig, wenn je
endlich viele verschiedene Vektoren aus M linear unabhangig sind, sonst linear
abhangig.

6.4 Bemerkungen 1. Insbesondere ist M = () linear unabhingig.
2. Teilmengen linear unabhangiger Mengen sind linear unabhangig.

3. Obermengen linear abhdngiger Mengen sind linear abhangig.
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4. Ein einzelner Vektor v # 0 ist immer linear unabhangig.

Ist eine Menge von mindestens zwei Vektoren linear abhangig, so kann man
mindestens einen durch die anderen ersetzen. So ist in unserem Beispiel

_ 2 3
V3 = §U1 -+ 51)2.

6.5 Satz Eine aus mindestens zwei Vektoren bestehende Menge M C V st
genau dann linear abhangig, wenn ein Vektor m € M sich als Linearkombination
m =Y., cu; mitv; € M, v; #m schreiben lisst.

Beweis: e Wenn eine solche Beziehung besteht, ist der Nullvektor 0 = —m +
Z?:l ¢;v;, also eine nicht triviale Linearkombination aus Vektoren von M. Damit
ist M linear abhangig.

o Ist andererseits M linear abhangig, dann ist 0 = > "_, d;m; mit m; € M und
d; € K, wobei 0.B.d.A. d, # 0 angenommen werden darf. Damit ist

r—1
_ L4
my = c;my mit ¢ = ——.
: dy
7=1

O

6.6 Definition M C V heiBt Basis von V, wenn [M] = V und M linear
unabhangig.

M darf also nicht zu klein sein, denn sonst gilt nicht [AM/] = V und nicht zu groB,
denn sonst ware M linear abhangig.
Es ist also erst mal unklar, ob jeder Vektorraum eine Basis besitzt.

6.7 Beispiele (Basen) 1. () ist Basis des Nullraums V' = {0}.

2. Fiir jede Zahl v € V\{0} des eindimensionalen arithmetischen Vektorraums
V := K iiber dem Korper K ist {v} eine Basis desselben, denn wir kdnnen
ja jedes w € V' als “’—faches von v darstellen.

3. Im einleitenden Beispiel ist {v1, v} eine Basis, aber auch {vs, v3} und {vy, v3},
denn diese Vektoren sind linear unabhingig (und spannen den R? auf). All-
gemeiner betrachten wir zwei Vektoren v = (vy,v2) und w = (wy,wsy) aus
dem R?, und fragen, ob sie eine Basis bilden. Dazu miisste sich jeder Vektor
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b= (b1, be) € R? eindeutig als Linearkombination b = z - v + y - w darstellen
lassen, das Gleichungssystem

le—l—wly = b1
U21’+w2y = bg

miisste also fiir alle by, by eindeutig l6sbar sein. Subtrahieren wir das wq-fache
der zweiten Gleichung vom ws-fachen der ersten, bzw. das v,-fache der ersten
Gleichung vom wv;-fachen der zweiten, dann erhalten wir

('Ul’U)Q — UQ’LUl).T = ’U)le — ’LUle
(viwg —vowr)y = wviby — vaby,

was wir fiir den Fall vjws — vow; # 0 nach x und y auflosen konnen. Ist
dagegen viwy — vowy = 0, dann kann das daran liegen, dass v = w = 0 ist.
Andernfalls gilt aber

vicw=wi-v und vy -w = wsy -,

wobei nicht alle Faktoren verschwinden. Auch in diesem Fall sind also v und
w linear abhangig und bilden damit keine Basis.

4. Im arithmetischen Vektorraum K™ bilden die Vektoren

er = (1,0,...,0)
es = (0,1,0,...,0)
en = (0,...,0,1)

eine Basis, die so genannte kanonische Basis.

5. Im Vektorraum R]z| der reellen Polynome bilden die Vektoren e,,n € Ny,
en(z) := x", eine Basis.

Besitzt nun jeder Vektorraum V' eine Basis? Ja, aber der Beweis ist nicht ele-
mentar. Er benutzt das sog. Zornsche Lemma.

Die Grundidee ist, dass zunachst sicher Erzeugendensysteme von V' existieren
(z.B. V selbst). Diese sind i.A. nicht linear unabhéngig, wir betrachten aber die
Familie

S :={M C V| M linear unabhangig}
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linear unabhangiger Mengen M von Vektoren. Beginnend mit der (linear un-
abhangigen!) leeren Menge, nehmen wir zu unserer Menge immer neue Vektoren
hinzu, bis bei Hinzunahme eines weiteren Vektors die lineare Unabhangigkeit
verloren gehen wiirde.

Zur exakten Formulierung bendtigt man den Begriff der Kette:

6.8 Definition Es sei S ein nicht leeres Mengensystem und KK C S, K # (.
Dann heiBt K eine Kette, falls aus M, My € K stets M, C My oder My C M,
folgt. Eine Menge M € S heiBt maximales Element von S, falls aus N € S
und M C N stets M = N folgt.

6.9 Beispiele 1. Fir S := P({1,2,3}) ist die Teilmenge {{3},{2,3}} eine
Kette, {1,2,3} maximal.

2. Das Mengensystem S := {{1,...,n} | n € N} ist eine Kette ohne maximales
Element.

Zornsches Lemma
Wenn fiir jede Kette K von S die Vereinigungsmenge | J, . k € S, dann gibt es
zu jeder Menge A € S ein maximales Element M von S mit A C M.

6.10 Satz Jeder Vektorraum V besitzt eine Basis B.

Beweis: Die Voraussetzung des Zornschen Lemmas ist erfiillt, denn fiir eine Kette
IC C S linear unabhéngiger Teilmengen ist W := (J,. ¥ linear unabhangig: eine
endliche Teilmenge von W ist auch schon in einem Element k£ € K der Kette
enthalten und damit linear unabhangig.

Nach dem Zornschen Lemma gibt es insbesondere zu A := () € S ein maxi-
males Element B € S, also eine linear unabhangige Menge, die in keiner groBeren
enthalten ist. B muss eine Basis sein, denn wiirde B nicht den gesamten Vek-
torraum aufspannen, dann gibe es einen Vektor v € V' — [B], und dieser wére
noch linear unabhangig. a

Wirklich wichtig wird fiir uns die Existenz einer Basis endlich-dimensionaler
Raume sein. Spater werden bei den interessierenden unendlichdimensionalen Vek-
torraumen Wege gefunden werden, " Linearkombinationen” unendlich vieler Vek-
toren zu definieren.

Mit der selben Beweismethode kdnnen wir den folgenden Basiserganzungssatz
zeigen:

6.11 Satz (Basisergdnzungssatz) Essei A C V linear unabhingig. Dann gibt
es eine Basis B von V mit B D A.
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Beweis: Nehme im Beweis statt der leeren Menge A als Ausgangspunkt. O

Die informelle Bemerkung, dass Basen nicht zu klein und nicht zu groB sein
diirfen, wird jetzt in einem Satz prazisiert.

6.12 Satz Fiir eine Teilmenge B C V eines Vektorraums V' sind folgende Aus-
sagen paarweise aquivalent:

1. B ist Basis von V.

2. [B] =V, aber fiir jede echte Teilmenge C'G B ist [C] # V.

3. B ist linear unabhingig, aber fiir C 2 B ist C' linear abhangig.
Ist V' nicht der Nullraum, dann ist auBerdem dquivalent:

4. Jeder Vektor aus V' kann auf genau eine Weise als Linearkombination von
B dargestellt werden.

Beweis: Wir schauen uns zunichst den Spezialfall V' = {0} an. V' hat nur die
Teilmengen V' und (. Fiir V ist keine der vier Aussagen wahr, fiir ) Aussagen
1.-3.

Also kénnen wir im Folgenden V' # {0} voraussetzen und miissen die Aqui-
valenz aller vier Aussagen zeigen, das sind im Prinzip 12 Implikationen. Es reicht
aber so viele Implikationen zu zeigen, dass man im gerichteten Graphen, dessen
Ecken die Aussagen und dessen gerichtete Kanten die Implikationen sind, von
jeder Stelle aus in Pfeilrichtung jede andere erreichen kann, z.B.

e 1. — 4.: Wir zeigen 4. =—> —1. Es gibt zwei mogliche Griinde dafiir, dass
4. nicht erfiillt ist:

- Es lasst sich nicht jeder Vektor v € V' als Linearkombination von B darstellen.
Dann ist [B] # V', also B keine Basis.

- Es lasst sich v € Voals v = > ¢b, und v = >0 dib; mit ¢;,d; € K
und b, € B darstellen, wobei die b; voneinander verschieden und c; # d; fiir
mindestens ein j € {1,...,n} ist. Dannist 0 = > " | k;b; mit k; := ¢; — d; und
k; # 0. B ist damit ebenfalls keine Basis.

e 4. — 2.: Da jeder Vektor als Linearkombination von B dargestellt werden
kann, ist [B] =V, denn wir haben gesehen, dass fiir B # () [B] aus den Linear-
kombinationen von B besteht.

Es sei C'G B, aber [C] = V. Dann lasst sich ein Vektor b € B — C' finden,
und b l3sst sich als Linearkombination von C darstellen. Andererseitsist b =1-b

43



eine andere Darstellung von b. Widerspruch zu 4.!
e 2. —> 3.: Wegen [B] =V # {0} ist B # 0.
Wir zeigen zunachst die lineare Unabhangigkeit von B.

1. Ist B ={v}, dann muss v # 0 sein und damit B linear unabhangig.

2. Ist B mindestens zweielementig, dann haben wir unter der Voraussetzung
der linearen Abhangigkeit von B die Existenz eines Vektors m € B bewie-
sen, der Linearkombination von C' := B—{m} ist. C' wére echte Teilmenge
von B, aber B C [C] und damit V' = [B] C [C] im Widerspruch zur Vor-
aussetzung.

Also ist B linear unabhangig und wir miissen noch zeigen, dass jede echte
Obermenge C' ; B linear abhangig ist. Es gibt also einen Vektor ¢ € C' — B,
und mit ¢ € V = [B] lasst dieser sich als Linearkombination von B darstellen.
Nach Satz 6.5 ist damit C' linear abhangig.

e 3. —> 1.: Da B linear unabhangig ist, miissen wir nur noch die zweite Basis-
eigenschaft [B] = V' nachpriifen.

Mittels des Zornschen Lemmas hatten wir jedenfalls die Existenz einer Basis
B* D B von V gezeigt. Ware B* # B, dann ware nach der Voraussetzung B*
linear abhangig, also keine Basis. Damit ist B* = B eine Basis. O

Fiir alle vom Nullraum verschiedenen Vektorraume auBer dem eindimensionalen
arithmetischen Vektorraum Z/27. gibt es verschiedene Basen, denn ich kann
ja z.B. alle Basiselemente mit einer von 0 und 1 verschiedenen Zahl aus K
multiplizieren.

In den Anwendungen der Linearen Algebra sind Basen rechnerische Hilfsmit-
tel und ihre Wahl ist eine Frage der Bequemlichkeit. Es ist also eine natiirlich
auftretende Frage, ob ich eine vorgegebene Basis so abandern kann, dass sie
bestimmte vorgegebene Vektoren enthalt.

Wir schauen uns das Problem fiir Vektorraume mit endlicher Basis B an,
also B = {by,...,b,}. Wir vereinbaren hier und im Folgenden, dass in dieser
Schreibweise fiir die Basisvektoren b; # b; gilt, falls i £ ;.

6.13 Satz £s sei B := {by,...,b,} C V eine Basis von V und der Vektor
b € V besitze die Darstellung b = Z?Zl kib;, k; € K. Ist fiir einen Index
je{l,....n} k; #0, dann ist auch B' := {by,...,bj_1,b,bj41,...,b,} eine
Basis von V.

8Das folgt nicht aus der Tatsache, dass sonst schon b; und b; linear abhingig wiren, denn
die Menge B konnte auch bei Mehrfachauffithrung eines Elementes linear unabhangig sein!
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Wir konnen also b; durch b austauschen.
Beweis: O.B.dA. j =1, a0 b = (b~ 57, ksb;) /h.
Da B eine Basis ist, lasst sich jeder Vektor v € V' in der Form

v = chbl
i=1
darstellen oder auch in der Form
Ik b+§n: ( Clk") b
UV =~¢ . C; — i -
1/ K1 2 e

Damit ist v € [B], also [B]| = V.
B’ ist auch linear unabhingig, denn aus

0=cb + i Cz‘bi
1=2

fOIgt mit b = Z?:l nzbl

0= Ck’lbl + Z(CZ +c- kl)bl

=2

Wegen der linearen Unabhangigkeit von B muss cky = 0 = ¢;+kic (i =2,....n
gelten, wir haben aber k; # 0 vorausgesetzt, sodass ¢ = 0 und ¢; = 0 (i =
2,...,n) folgt. Also ist B’ linear unabhangig. O

Statt einem Vektor der Basis konnen wir unter Umstanden auch mehrere aus-
tauschen.

Austauschsatz von Steinitz. Es sei B := {b;,...,b,} eine Basis von V, und
die Vektoren aq,...,a; € V seien linear unabhangig. Dann gilt £ < n, und fiir
eine geeignete Nummerierung (=Permutation) 7 € S,, ist auch

B/ = {al, e ,ak,bw(kﬂ), ey bﬂ(n)}

eine Basis.

Beweis: Durch Induktion iiber £.
Fiir & = 1 reduziert sich der Satz auf den vorigen (Induktionsanfang).
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Induktionsschritt k — 1 — k: Fiir eine geeignete Permutation o € S, ist

B" = {a1,...,a5-1,bo(), - -, bosm)} eine Basis von V, und es gilt k — 1 < n.
Nun ware fir k — 1 = n schon {ay,...,ax_1} = B” eine Basis, was aber der
linearen Unabhangigkeit von {aq, ..., a;} widersprache. Also k < n.

Nun besitzt a; eine Darstellung

k—1 n
ar = Zciai + Zciba(i) mit ¢,...,c, € K
i=1 i=k
durch die Basis B”. Wegen der linearen Unabhingigkeit von {a,...,a;} muss

mindestens ein Koeffizient ¢;, j > k, von Null verschieden sein.
Nach dem letzten Satz kénnen wir damit b,(;) gegen a; austauschen und

erhalten nach einer Transposition j «+— k die Basis B'. a
Der Austauschsatz fiihrt uns zum Dimensionsbegriff. Sind namlich {b,...,b,}
und {ay,...,a;} zwei Basen, dann ist k£ < n, aber aus Symmetriegriinden auch

n < k, also k = n. Besitzt andererseits ein Vektorraum eine unendliche Basis,
dann missen alle seine Basen aus unendlich vielen Elementen bestehen.
Wir kénnen daher invariant definieren:

6.14 Definition Besitzt ein Vektorraum V eine endliche Basis {a,...,a,}, so
wird dim(V') := n die Dimension von V' genannt. Sonst heift V unendlichdi-
mensional und man setzt dim(V') := co.

6.15 Beispiele 1. dim({0}) = 0.
2. Fiir die arithmetischen Vektorraume K" iiber K ist dim(K"™) = n.

3. Der Raum V' der Polynome iiber R ist unendlichdimensional: dim (V') = oo,
denn die e,, n € Ny, e,(x) = 2" bilden eine unendliche Basis.

6.16 Bemerkung Man kann den Austauschsatz auch auf den Fall unendlicher
Basen ausdehnen und zeigen, dass je zwei Basen die gleiche Kardinalitit =:
dim besitzen. Aber auch mit dieser Prazisierung ist der folgende Satz ohne die
Voraussetzung dim (V') < oo falsch.

6.17 Satz /st dim(V) < oo und U C V' ein Unterraum, dann ist dim(U) <
dim(V). Aus dim(U) = dim(V') folgt U = V.
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Beweis: Wir konnen eine Basis von U zu einer Basis von V' erweitern, sodass
die erste Aussage gilt. Ist dim(U) = dim(V') =: n, dann besitzt U eine Basis
{b1,...,b,}, die aber auch eine Basis von V' sein muss. O

Betrachten wir einmal zwei Ebenen E;, E; C R3. Es gilt dim(F);) = dim(FE,) =
2 nach Definition dessen, was wir als eine Ebene betrachten.
Entweder ist nun £y = Ey(= E; N Ey) oder By N E, ist eine Gerade, also
In beiden Fallen gilt

2 + 2 = 2 + 2
2 + 2 = 1 + 3

[\

A— b

S BN By
7 7

Im zweiten Fall ist R® = E, + Es.
Allgemein wird diese Situation durch den Dimensionssatz erfasst:

Dimensionssatz: Sind £, F' C V Unterrdaume endlicher Dimension, dann gilt
dim(F) + dim(F) = dim(E N F) + dim(F + F).

Beweis: Zunichst ist nach dem vorigen Satz dim(E N F) < 0.
Es sei {ai,...,a,} eine Basis von E N F'.
Diese lasst sich zu einer Basis

{ai,...,am,e1,...,e,} von FE
und zu einer Basis

{ai,...;am, fr,..., fr} von F

erweitern. (Ist dim(E N F') = 0, dann ldsst man die a's weg und setzt m := 0.)
Es soll jetzt gezeigt werden, dass

B :={ay,...,am,e1,....€n, f1,..., f+}
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eine Basis von E + F ist.

Nach einem Satz iiber den Summenraum lasst sich jeder Vektor v € £ + F
in der Form v = e+ f mit e € E und f € F darstellen. Diese Darstellung
wird im Allgemeinen nicht eindeutig sein, aber jedenfalls lasst sich e als Li-
nearkombination der {ay,...,am,€1,...,€e,} und f als Linearkombination der
{ai,...,am, f1,..., [-} darstellen.

Damit ist v Linearkombination der Vektoren aus B, also [B] =U + V.

Wir miissen noch nachweisen, dass B linear unabhangig ist. Es sei dazu

0= i )\iCLz’ + i/ﬁiei + i Vifia
=1 =1 =1

also
.

EBXm:AlCLZ—FZn:/,L,LGz:—ZVZfZ e L.
i=1 =1

i=1

Da der Vektor aus E und aus F' ist, muss er aus £ N F' sein, also p; = v; = 0.

Da {ai,...,an,} eine Basis von E N F' ist, missen dann aber auch die \; = 0
sein.

Damit ist dim(E N F) = m, dim(E) = m + n, dim(F) = m + r und
dim(F + F) = m + n + r, woraus die Aussage folgt. O

7 Koordinaten

Die arithmetischen Vektorraume haben den rechnerischen Vorteil, dass in ihnen
Vektoraddition und Multiplikation mit Skalaren auf die entsprechenden Korper-
operationen zuriickgefiihrt sind.

Durch Einfiihrung einer Basis {by,...,b,} in einem n—dimensionalen K-
Vektorraum V' konnen wir in V' rechnen wie im K"™. Sind namlich v,w € V
zwei Vektoren der Form v = 3" v;b;, w = >"" |, w;b; mit v;,w; € K, dann ist

n

V4w = 2:(1)Z + w;)b;.

i=1

Ahnlich ist fiir c € K

n

c-v= Z(C%‘)bi-

i=1
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Die eindeutig bestimmten Koeffizienten vy, ..., v, der Darstellung von v als Li-
nearkombination der Basisvektoren werden die Koordinaten von v beziiglich der
Basis B genannt, (vy,...,v,) der Koordinatenvektor von v bez. B.

Die (geordnete) Basis B vermittelt eine Abbildung

QDB:K"—H/ , (vl,...,vn)HZvibi,
=1

fir die
Pp(a+b) = Pg(a) + Pp(b) (a,be K™)

und
dp(ca) = cPp(a) (ae K", ceK)

gilt. ®p ist damit eine sog. lineare Abbildung.
Nur der Nullvektor 0 € K™ wird unter ®g auf den Nullvektor 0 € V' abge-
bildet, und wir konnen ® 5 umkehren:

DL (v) = (v1,...,v,) € K" fiir v= Zvibi.
i=1
Die lineare Abbildung ® g ist damit ein sog. K —Vektorraum-Isomorphismus, und

wir konnen Rechnungen im einen Vektorraum auch im anderen durchfiihren und
dann wieder zuriicktransformieren, ohne das Ergebnis zu verdandern. Insbesondere

gilt:
7.1 Satz Vektoren ay,...,a; € V sind genau dann linear unabhangig, wenn

ihre Koordinatenvektoren ®3;'(ay), ..., @5 (ay) € K™ linear unabhingig sind.

Ist nun ¢ := {ci,...,c,} eine zweite (geordnete) Basis von V/, dann stellt sich die
Frage, wie die Koordinatenvektoren ®,'(v) und ®;'(v) bez. der beiden Basen
zusammenhangen.

Dazu schreiben wir die Vektoren ¢; der zweiten Basis als Linearkombinationen

Ch :Zmi7kbz- , (k=1,...,n)
i=1

der ersten Basis mit Koeffizienten m,; € K. Ist nun v = 22:1 wy, - ¢, also
o (v) = (wy, ..., wy,), dann gilt

n

v = Z Wy, - (Z mi,kbi> = Z (Z mi,kwk> bs,
k=1 i=1 k=1

i=1
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also schlieBt man durch Koeffizientenvergleich

n
vi:Zmiykwk (t=1,...,n).
k=1

Damit folgt der

7.2 Satz Der Basistransformation ¢, = >, m;xb; (k=1,...,n) entspricht
die Koordinatentransformation

Die in den Transformationsformeln auftretenden Zahlen m;x, i,k € {1,...,n}
bilden zusammengefasst eine quadratische Matrix der GroBe n:

7.3 Definition e Fiir m,n € N ist eine m x n—Matrix A mit Eintragen a;
aus einem Ring R ein "rechteckiges Schema”

a1 a12 N AT

921 929 ... Qop
A=

Am1 Am2 ... Omn

von Elementen a;;, € R. Fiir Puristen: A ist eine Abbildung
AAL...omyx{l,...;on} = R , (i,k)— (A = ai.

e Fiiri e {1,...,m} ist das n—Tupel (a;1,...,a;,) die i—te Zeile von A,

o fiir k € {1,...,n} das m=Tupel (ayy, ..., an:) die k—te Spalte von A,

e Fiir m = n heit A quadratische Matrix der GroBBe m.

e Die Menge der m x n—Matrizen mit Eintragen aus R bezeichnet man mit
Mat(m x n, R), fir m = n kurz mit Mat(n, R).

e Die Transponierte A’ der Matrix A € Mat(m x n, R) ist die Matrix

A" € Mat(n x m,R) mit (A")ix = (A)p.

e /st R ein Ring mit 1, dann bezeichnet

1 ,i=k

1, € Mat(n,R) , (1,)ix:= { 0 itk

die Einheitsmatrix.
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Offensichtlich ist diese Menge isomorph zu R™*™:

A (a117"'>a1n7a217"'7a2n7"'7am17-"7amn)

ist ein solcher Isomorphismus.
Kehren wir zuriick zu den Koordinatentransformationen. Diese ergeben eine
Abbildung M : K™ — K™,

M((wy, ... w,)) = (v1,...,0,) = (Z MW, - - - Zmnkwk) :
k=1 k=1

und nach dem letzten Satz ist
M = CI)TBl o dp.

Um die in dieser Beziehung beteiligten Mengen und Abbildungen zu verdeutli-
chen, kann man das Diagramm

Kn M ke
Do N v ®p
%

hinmalen. Man sagt dann, dass das Diagramm kommutiert, was heiBt, zusam-
mengesetzte Abbildungen mit gleichem Anfangs- und Endpunkt sind gleich.

7.4 Beispiel V := {Polynome iiber R vom Grad < 2}.
Basen B := {bl,bg, bg} mit bl(l’) = 1,b2(l’) = .Z‘,bg(l‘) = I‘Q

und C' := {1, ¢, c3} mit ¢ = by, o = by aber c3(z) = % (dies sind die
ersten drei sog. Legendre-Polynome).
Pp: K3 =V , ®p(vy,v9,v3) := v; + 09T + v372
Do K3 =V, Do(wy,wa,ws) = (wy — L) + wez + Swsa?
M: K3 — K3 M(wl,wz,wg):(wl—%,w%%wg).
10 —1/2
Hieristalso M = | 0 1 0
00 3/2

Wir kdnnen umgekehrt fragen, unter welchen Bedingungen eine n x n—Matrix M
mit Eintragen aus K einen Basiswechsel bewirkt, d.h., wann die Linearkombina-
tionen

=Y mub eV o, (k=1,...n)

i=1
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der Vektoren by, ...,b, der Basis B eine neue Basis C' = {ci,...,c,} von V
ergibt.

Nach dem eingangs bewiesenen Satz kdnnen wir das nachpriifen, indem wir
feststellen, wann die Koordinatenvektoren

D (cr),..., 25 (c,) € K"

linear unabhangig sind.
Nun ist aber fir k€ 1,...,n

i=1

also die k—te Spalte der Matrix M. Um die Verwirrung wahlweise zu verkleinern
oder zu vergroBern, schreibt man dieses n—Tupel als Spaltenvektor:

mi
-1 .
Py (cr) = : )
Mnk
also in der Form, wie es auch in M vorkommt. Wir miissen also die Frage beant-

worten, ob die Spalten der Transformationsmatrix M, aufgefasst als Vektoren im
K™, linear unabhangig sind.

Dazu schreiben wir die Matrix M in der Form M = (s1,...,s,), wobei
mig
Sp = : die k—te Spalte bezeichnet. Die Frage ist, ob die Gleichung
Mnk

0= zn: )\ksk
k=1

nur durch die Koeffizienten \;, = 0 erfillt ist.
Die Antwort auf diese Frage bleibt unverandert, wenn ich statt der Matrix M
die Matrix betrachte, die durch elementare Spaltenumformungen, d.h.

e Austausch zweier Spalten
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e Multiplikation einer Spalte mit einem Faktor & # 0
e Addition des [ € K—fachen einer Spalte zu einer anderen Spalte

aus M hervorgeht.
Ist namlich M’ = (s}, ...,s)) die neue Matrix, dann ist in diesen Fallen

ren

e fiir den Austausch der i—ten mit der k > i—ten Spalte

M = (S1,. . Sk, s SiseySn),

e Fiir die Multiplikation der i—ten Spalte

M/:<$17"'7l5i7"'8n)’

e Addition des [-fachen der k—ten Spalte zur i—ten

M' = (s1,...,8; +1sk,...5),

und eine nicht triviale Darstellung der 0 geht in eine solche iiber.

Man definiert elementare Spaltenumformungen fiir nicht quadratische Matri-
zen in gleicher Weise. Elementare Zeilenumformungen werden dadurch definiert,
dass man das Wort "Spalte” in der obigen Definition durch " Zeile" ersetzt.

Die Idee bei den elementaren Umformungen ist, M so umzuformen, dass man
der transformierten Matrix die lineare (Un-)Abhangigkeit direkt ansieht.

Allgemeiner gilt:

7.5 Satz Die Maximalzahl! linear unabhangiger Zeilenvektoren einer Matrix M €
Mat(m x n, k) wird durch elementare Zeilenumformungen nicht geandert.

Beweis: Diese Maximalzahl ist die Dimension der von den Zeilenvektoren z1, ..., z,,
aufgespannten Unterraums [{z1,..., 2, }] C K™. Diese ist offensichtlich invari-
ant unter Unnummerierung der Zeilen und Multiplikation mit von Null verschie-
denen Faktoren. Der Ubergang zu 2} = z1,...,2) = 2zl +lz,... 2. = 2
erniedrigt die Dimension nicht, denn die z; sind wegen z; = 2, — [z, Linearkom-

binationen der z.. O

Das Ziel besteht nun darin, M in Zeilenstufenform tiberzufiihren, weil man dieser
die Maximalzahl linear unabhangiger Zeilen direkt ansieht.

7.6 Definition M € Mat(m x n, K) ist in Zeilenstufenform, wenn
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1. fiiri > k immer M;, = 0 ist und

2. ausM;y = M, = ... = M,;, =0 fiir einen Zeilenindexi € {1,...,m—1}
und einen Spaltenindex r € {1,...,n — 1} folgt:

Mz’+1,1 = Mi+1,2 = o = V4141 = 0.

Mit anderen Worten ist M genau dann in Zeilenstufenform, wenn die Zahl der
fiihrenden Nullen der (i + 1)-ten Zeile immer mindestens um eins groBer ist als
die der i-ten Zeile.

M sieht dann etwa so aus:

B o« x =x
0O 0 M =«
0O 0 0 M
M=10 00 00m« ... «|rteZeie
0O 0 0 0 0 0 o0 0
0O 0 0 00 O0O0...0

Die B bezeichnen von Null verschiedene Matrixeintrage, die * irgendwelche Zah-
len.

Die Maximalzahl linear unabhangiger Zeilen entspricht der Zahl der Pivotele-
mente M, denn einerseits sind die nur mit Nullen gefiillten Zeilen immer linear
abhangig, andererseits existiert fir (Ay,...,\;) # (0,...,0) ein kleinster Index
le€{l,....r} mit \; # 0, und an der Stelle des Pivotelements der [-ten Zeile
tritt in 22:1 A;z; eine von Null verschiedene Zahl auf.

7.7 Beispiel (Zeilenstufenform) (53) und (59 3) sind in Zeilenstufenform,
(993%) und <%§§) nicht.

Die Uberfiihrung einer beliebigen Matrix M in Zeilenstufenform geht folgen-
dermaBen vor sich: Ist in der ersten Spalte ein Eintrag # 0, so kann man die
entsprechende Zeile durch Vertauschung mit der ersten Zeile an die oberste Po-
sition bringen. Danach addiert man Vielfache der ersten Zeile zu den folgenden,
sodass iiberall sonst in der ersten Spalte nur noch Nullen stehen. Man wendet
darauf das Verfahren auf die Matrix an, die entsteht, wenn man die erste Zeile
streicht etc.
Dieses Verfahren wird GauBverfahren genannt.
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13-4 3
7.8 Beispiel (GauBverfahren) M = <i 52 __161)
2
3

1 3 —4

0 0 10 =202y — 3z
0 0 10 —18|2z3—4%
0 0 10 —16 |23 —22
1 3 —4 3

0 0 10 —-20

00 0 2| 23— 29
0 0 0 4| 24— 29
1 3 —4 3

0 0 10 =20

00 O 2

00 O 0|24 — 223

7.9 Definition e Die Maximalzahl linear unabhangiger Zeilen einer Matrix M &€
Mat(m xn, K') mit Koeffizienten aus einem Kérper K heiBt der Zeilenrang von
M.

e Die Maximalzahl linear unabhangiger Spalten von M heiBSt der Spaltenrang
von M.

Im letzten Beispiel war der Zeilenrang von M gleich 3, die Zeilenvektoren waren
also nicht alle linear unabhangig.

Es wird sich herausstellen, dass der Zeilenrang von M gleich dem Spaltenrang
von M ist. Man schreibt dann nur noch

rang(M).

8 Lineare Abbildungen

sind die strukturerhaltenden Abbildungen von Vektorraumen. Die beiden vor-
kommenden Strukturen sind die der abelschen Gruppe der Vektoren und der
Multiplikation von Vektoren mit Korperelementen. Entsprechend definiert man

8.1 Definition Eine Abbildung f : V. — W zwischen K—-Vektorrdumen V, W
heiBt linear, wenn fiir alle v,v,vo € V und c € K gilt:

f(ur+w2) = f(v1) + f(va) und  f(ev) = cf(v).
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8.2 Beispiele (lineare Abbildungen) 1. f:V — {0} C W heiBt die Nullab-
bildung . Man findet also immer lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen

iiber dem gleichen Kérper K.

2. Die Multiplikation mit einem Skalarc € K: f:V =V, z — cx.

3. Sind S C T, S # 0 zwei Mengen und V := Abb(T, K), W := Abb(S, K),
dannist f:V — W, v v|g eine lineare Abbildung, die Restriktion auf S.

4. Ist V := C*°(R,R) der Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren reellen
Funktionen, dannist f : V =V, v — %v linear. Diese lineare Abbildung ist
jedoch nicht injektiv, ker(f) besteht aus den konstanten Funktionen.

Sie ist surjektiv, denn w € C*(R,R), w(z) := [; v(y)dy ist Urbild von

v e C®(R,R).

Ein besonders wichtiges Beispiel ist mit Matrizen verbunden. Fiir beliebige Ringe

R definieren wir:

8.3 Definition e Die Summe A + B zweier Matrizen A, B € Mat(m X n, R)

ist die Matrix A+ B € Mat(m x n, R) mit den Eintragen

(A+ B)i, = (A)ir + (B)ix.

e Das k € R—fache k - A einer Matrix A € Mat(m x n,R) ist die Matrix

k- A € Mat(m x n, R) mit den Eintragen (kA)y, ==k - (A).

e /st A € Mat(m xn, R) und B € Mat(n xr, R), dann ist das Matrixprodukt

A - B die Matrix A- B € Mat(m x r, R) mit den Eintragen

n

(AB)is = 3 (A)u(B)ss.

k=1

0
ail ... Qin : a1k
)= ,
am1 --- Amn . Amk
0



aber
ailr ... Qin

(0,...,1,...,0)( o ):(akl,...,akn),

am1l ... Amn

falls die 1 an der kten Stelle steht.
ail ... Qin xr1 a11Z1+...+a1nTn
(a'r.nl a'r‘nn ) (Uﬁn > (am1:c1+..:.+amnxn )
Mit diesen Definitionen wird

e Mat(n, R) mit Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation zu einem Ring.
Dieser ist i.A. nicht kommutativ. Z.B. ist

(60)(76) =(o0) aber (96)(50)=(67)-

e fiir einen Korper K Mat(m x n, K) mit Matrizenaddition und Skalarmulti-
plikation zu einem Vektorraum iiber K.

Wir haben schon festgestellt, dass dieser Vektorraum isomorph zum arithme-
tischen Vektorraum K™ ist. Die (lexikalisch geordnete) Familie von Matrizen

0 : 0
Eij=/|-- 1 - | eMat(mxn, K) (1<i<m,1<j5<mn), (81)
0 : 0

bei denen die einzige Eins im Kreuzungspunkt der i-ten Zeile mit der k-ten Spalte
steht, bildet eine kanonische Basis von Mat(m x n, K); insbesondere ist

dim(Mat(m x n, K)) = mn.

Fassen wir andererseits Vektoren v = (vy, ..., v,) im K™ als Spaltenmatrizen

v1
( : ) € Mat(n x 1, K') auf, dann gilt:

Un

8.5 Satz Ist A € Mat(m x n, K) eine m x n—Matrix mit Eintragen aus dem
Korper K, dann ist die Abbildung f : K™ — K™, v+ A - v linear.

Beweis:

1. Firve K" und k € K gilt
flk-v)=Ak -v)=k-Av=Fk- f(v),

57



denn fiirt =1,...,m ist

n n

(A(k - v))in = Z(A alk-v)=k- Z Jav = k(Av),. °

=1
2. Firv,w e K" ist
flo4+w)=Alv+w)=Av+ Aw = f(v) + f(w),

denn fiiri =1,...,mist

(A(v +w)); = Z(A)ﬂ(v + w);

8.6 Beispiel (Drehung) A — (041), K —R. f(v) = (%)) = ().

f entspricht geometrisch einer Drehung im Gegenuhrzeigersinn um 7/2 =
90°, denn die "Lange" /v} + v3 des Vektors v ist gleich der " Lange” \/w? + w3 =
V/ (—v2)% + v} des Vektors w = f(v) (Pythagoras!), und eine doppelte Anwen-
dung von f spiegelt den Vektor am Nullpunkt (= Drehung um 7): f(f(v)) =

A(Av) = (Ad)v, aber AA = (7) (73 = (7' %), also f(f(v)) = —v.

Da eine lineare Abbildung f : V' — W wegen der Regel f(vi+vs) = f(v1)+f(v2)
insbesondere ein Gruppenhomomorphismus der abelschen Gruppen V und W ist,
gilt f(0)=0und f(—v)=—f(v) (veV).

Eine Abbildung f : V' — W ist erst dann gegeben, wenn wir sie an jedem
Punkt aus V' definiert haben. Es ist aber offensichtlich nicht jede solche Abbildung
linear.

8.7 Beispiele 1. V =W =R. Fiira,b € Rsei f(v) := av+b. Diese Abbildung
ist fiir b # 0 nicht linear, denn f(0) = b # 0.

9Av und A(k - v) sind m x 1-Matrizen, also Spaltenvektoren der Linge m. Manchmal
schreibt man bei Matrizen aus Mat(m x 1, R) und Mat(1 x n, R) den Index 1 nicht.
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0
f(’l)) = v%—&-v% . U1 .
max(ui e’ 0 U= 70

Zwar gilt f(kv) = k(v) fiir alle K € Rund v € V, denn fiir k =0 bzw. v =0
ist das offensichtlich und fiir £ # 0, v # 0 ist

ko) = kvy/ (kvi)? + (kvg)? . |k[\/v} + v3

max(|kvy, [kvs|) |FJmax(fvy], [va])

ky———""— /UL + ) =kf(v).

max([vy], [v2])

Aber im Allgemeinen ist f(v; 4+ va) # f(v1) + f(v2):

o) - S((R) =) .
) =F((1)) =V £ () + (D).

3. Die komponentenweise Komplex-Konjugation

f:C"=C" , f((vr,...,v)) = (V1,...,0p)

auf dem n-dimensionalen arithmetischen Vektorraum C" ist nicht linear, denn
fir gilt zwar

fotw)=v+w=v+w=f(v)+ flw) (v,weC"),
aber z.B. fiir k :==+/—1 € C ist
fk-v) =kf(v) = —kf(v),

was fiir v # 0 ungleich kf(v) ist.

Wenn wir eine lineare Abbildung f : V' — W definieren wollen, dann reicht es
aus, die Bilder einer Basis von V' anzugeben.

8.8 Satz Essei B C V eine Basis des K—VektorraumsV und ¢ : B — W eine
Abbildung in einen K—Vektorraum W'.
Dann existiert genau eine lineare Abbildung ¢ : V- — W mit ¢|p = ¢.
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Beweis: o Eindeutigkeit: Jeder Vektor v € V besitzt eine eindeutige Basisdar-
stellung

v = Z Aib; mit  by,...,b, € B (voneinander verschieden)
i=1

Wegen der Linearitat von ¢ muss dann

pv) = ¢ (Z Mh’) - Z@(Aibi) = Z Aip(bi) = Z Aip(bi)

gelten. Der Bildvektor (v) ist also schon durch die Koordinate von v und die
Bilder ¢(b;) der Basisvektoren bestimmt.

e Existenz ist durch die obige Definition gesichert und

o fiir w=>" b, ke K gilt

n

p(v+w) = Z()‘i + 1) @(bi) = ¢(v) + ¢(v)

i=1
und .
p(kv) = " kNg(bi) = kp(v).
i=1
@ ist also linear. O

8.9 Satz Ist o : V — W linear, dann
o ist fiir M CV ([M]) = [e(M)],
o istmitU C V auch o(U) C W ein Unterraum und dim(p(U)) < dim(U).

Beweis: ¢ Wegen [()] = {0} ist der Fall M = {) offensichtlich.
e Ist M # (), dann ist das Bild

P (Z )\z’mi> = Z Aip(m;)

von einer Linearkombination der m; € M eine Linearkombination von ¢(M).
Liest man diese Gleichung von rechts nach links, dann sieht man, dass man
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umgekehrt jede Linearkombination von ¢(M) so darstellen kann. Wir wissen
aber, dass [N] fiir N # () genau aus allen Linearkombinationen von N besteht,

also ([M]) = [p(M)]

e Um die zweite Aussage zu beweisen, bemerken wir, dass fiir den Unterraum U
gilt, dass [U] = U, also auch ¢(U) = ¢([U]) = [¢(U)] ein Unterraum ist (denn
aus [X] = X folgt umgekehrt, dass X C W ein Unterraum ist).

e Ist B C U eine Basis von U, dann enthalt wegen ¢(U) = ¢([B]) = [p(B)]
die Menge ¢(B) eine Basis von ¢(U). Also dim(¢(U)) < |B| = dim(U). O

Insbesondere ist das Bild ¢(U) C V ein Unterraum und man definiert
8.10 Definition Das Bild einer linearen Abbildung ¢ : U — V st
im(p) == o(U) CV,

ihr Rang

rang(y) := dim(im(p)).
Wir haben schon fiir Matrizen A € Mat(m x n, K') den Rangbegriff definiert. Es
war der Spaltenrang (Zeilenrang) die Maximalzahl linear unabhangiger Spalten-
vektoren (Zeilenvektoren) von A. Betrachtet man die der Matrix A zugeordnete
lineare Abbildung f : K™ — K™, x — Ax, dann erkennt man, dass die Ba-

sisvektoren ey, ..., e, von K", die ja als Spaltenvektoren geschrieben die Form
0

0 .
ei= |11« i—te Stelle

haben, guf die Vektoren

27:1(14)11(61‘)1 (A
flei) = : :
> i (A)milei)s (A)mi

abgebildet werden.

Es gilt also: Die Spaltenvektoren von A sind die Bilder der Vektoren der
kanonischen Basis.

Das Bild f(K™) C K™ besitzt also eine Basis, die von einer Maximalzahl
linear unabhangiger Spaltenvektoren gebildet wird.
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In diesem Sinn stimmen also die Begriffe des (Spalten-)Rangs einer Matrix
und der von ihr vermittelten linearen Abbildung iiberein:

rang(f) = rang(A).
Neben (V) ist auch »~1(0) = ker(ip) ein UnterraumAllgemein gilt

8.11 Satz Ist Y C W ein Unterraum, dann ist fiir eine lineare Abbildung ¢ :
V — W auch o=(Y) C V ein Unterraum.

Beweis: Mit 21,75 € X := ¢ (V) und k € K folgt
oz +x2) = (1) + p(x2) €Y und  p(kxy) = kp(x1) €Y,

denn ¢(x;) € Y, und Y ist ein Unterraum. O

Insbesondere ist Kern(y) ein Unterraum von V', denn {0} ist ein Unterraum von
w.

8.12 Definition Der Defekt einer linearen Abbildung ¢ : V- — W ist
def () := dim(ker(y)).
8.13 Satz /st dim(V') < oo, dann ist fiir jede lineare Abbildung ¢ : V — W
def(¢) + rang(yp) = dim(V).
Beweis: Nach dem Basiserganzungssatz kann man eine Basis B’ = {b},...,b}
von ker(y) zu einer Basis B = B'UB", B" = {bf,..., b } von V ergénzen. Es
gilt p(B') = {0} und [p(B")] = [¢(B)] = ¢([B]) = (V) nach Satz 8.9.

Als nichstes zeigen wir, dass die Vektoren o(bY),...,¢(b") € W linear
unabhangig sind, also

M m
0= Xp(®)) =¢ (Z M)Z’)
=1 1=1

nur fir Ay = ...\, = 0 gilt. Y7, \ib) € ker(yp), es gilt also
SoNb =Y b,
i=1 I=1
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denn B’ ist eine Basis von ker(y). Da aber B'UB” = B eine Basis von V ist,
miissen \; = p; = 0 gelten.

Da die ¢(b]),...,¢(b)) € W linear unabhdngig sind, bilden sie wegen
[o(B")] = ¢(V) eine Basis von (1), es ist also

dim(Tm(¢)) = |B"] = m
Damit ergibt sich mit def(¢) = dim(ker(y)) = |B’| = n der Satz
dim(V) = |B| = |B'| + |B"| = def(p) + rang(yp).
O

Wir haben im Fall arithmetischer Vektorraume gesehen, dass Matrizen lineare
Abbildungen definieren.

Andererseits wissen wir, dass wir einen K—Vektorraum V mit m := dim(V') <
oo und einer (geordneten) Basis B = (by,...,b,) mittels pp : K™ — V,
(z1,...,2p) — >_iv, x;b; mit dem arithmetischen K—Vektorraum gleicher Di-
mension in Verbindung bringen konnen. ®p ist linear und umkehrbar. Ist nun
f V. — W eine lineare Abbildung in einen K—Vektorraum W der Dimension
n := dim(W) < oo mit Basis C = (ci,...,¢,), dann ist 1) := &' o f o Pp :
K™ — K™ eine Abbildung zwischen den arithmetischen Vektorraumen, die als
Verkettung linearer Abbildungen linear ist.

v L ow

Eine solche lineare Abbildung ¢ : K™ — K™ lasst sich, wie wir wissen, durch
Angabe der Bilder ¢)(¢;), [ = 1,...,m, der kanonischen Basisvektoren ¢; des K™
definieren.

Wir bezeichnen mit (A); := , i =1,...,n deren i—te Komponente.

Dann ist fiir einen beliebigen Vektor v = ( > € K™ wegen v = El L viep die

i—te Komponente seines Bildes durch

(Y()) = (ZW@)M) ZZW(@))M

=1 =1
n

= Z(A)ilvl = (Av)i

=1
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gegeben, also ¥ (v) = Av.
Wir kénnen also in natiirlicher Weise alle linearen Abbildungen ¢) : K™ — K"
durch Matrixmultiplikation darstellen.

8.14 Definition A € Mat(n x m, K) heiBt die Matrixdarstellung von f :
V' — W beziiglich der Basen B von V' und C' von W

8.15 Notation MZ(f) bezeichnet die Matrixdarstellung von f : V — W bez.
der Basen B von V und C von W. Im Fall eines Endomorphismus, also V = W,
und nur eine Basis B = C' schreiben wir kurz Mp(f) statt ME(f).

Insbesondere ist fiir Basen B = (by,...,b,) und C' = (cy,...,¢,) von V
T = ME(1dy)

die sog. Transformationsmatrix fiir den Basiswechsel von B auf C. Ist also v =
n . n .
> ;b dannist v = > | yic; mit

()-:()

Damit ist bz = Z?:l(T>ijcj bzw. C; = Zn (T_1>z'jbj-

j=1
Die darstellenden Matrizen verandern sich bei Basiswechsel damit gemaB

Me(p) = TMp(p)T . (8.2)

8.16 Beispiel V = {p € R[z] | p ist Polynom vom Grad < n}

1. f: V=V | p—yp.

Beziiglich der Basis B = {eq,...,e,} von V, e;(x) = z', ist die darstel-
0100 0
002 0 .0
lende Matrix von f von der Form Mp(f)=| :: "-. . : |, denn
000 .. n—10
000 0 n
000 00

fleo) =0 und  f(e;) =ie;r (i €N).
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2. Ist f auf dem gleichen Vektorraum fiir n = 2 von der Form

fp)(x) :=plx+1)  (zeR),

O

dann ist die darstellende Matrix Mp(f) = (é
gilt

1 ..
%> denn fur alle x € R

fleo)(z) = 1
flen)(x) = x+1 =eo(z)+e(x)
flea)(x) = (z+1)%=eo(x) + 261 (7) + ex().

eo()

Es gibt einfache Kriterien dafiir, ob eine lineare Abbildung injektiv bzw. surjektiv
ist:

8.17 Satz Fiir eine lineare Abbildung ¢ : V' — W sind folgende Aussagen
gleichwertig:

1. ¢ ist surjektiv.

2. [p(B)] = W fiir eine Basis B von'V.
Falls diim(W) < oo, ist auBerdem gleichwertig:

3. rang(p) = dim(W).

Beweis: 1. < 2.: [¢(B)] = ¢([B]) = ¢(V)

1. = 3.: rang(y) = dim(¢(V)) = dim(W) fir (V) = W. Das gilt immer.
3. = 1. fir dim(W) < oo: Fiir diesen Fall folgt nach Satz 6.17 aus dim(U) =
dim(W) fiir einen Unterraum U schon U = W, O

8.18 Satz Fiir eine lineare Abbildung ¢ : V' — W sind folgende Aussagen
paarweise gleichwertig:

1. ¢ ist injektiv.

2. ker(p) = {0}.
3. def(p) = 0.

4. Fiir eine Basis B ist ¢ |p injektiv und @(B) linear unabhingig.
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Falls dim(V') < oo, ist auBerdem gleichwertig:
5. rang(yp) = dim(V).

Beweis: @ 1. = 2. : ker(¢) = ¢ '({0}). Wegen der Linearitit gilt immer
0 € ker(yp), wegen der Injektivitat Gleichheit.

e 2. <= 3.: 0=def(p) =dim(ker(p)) = dim({0}) = 0.

e 2. —> 4.: Ware ¢ |p nicht injektiv, also ¢(b;) = (bs) fiir by # by € B, dann
ware by — by € ker(p)\{0}.
Ware ¢(B) linear abhingig, dann gabe es eine nicht triviale Linearkombination

=1 =1

Wegen der linearen Unabhangigkeit der Basis ware dann aber
0# > Aib; € ker(yp).
i=1

e 4. —> 1.: Wire ¢(v1) = p(vg) fiir vy # vy € V, dann auch ¢(v) = 0 fir
vi=v—up # 0. Mitv = " Nbist 0= ¢(v) =D 0, Nip(b;), also ware
fiir ¢|p injektiv das Bild ¢(B) der Basis linear abhangig.

e 3. <= 5.: def(p) =0 < rang(p) = dim(V) — def(p) = dim(V). O

9 Lineare Gleichungssysteme und Invertierung von
Matrizen

9.1 Definition Ein Gleichungssystem der Form

" =b
Zkzl A1xT = 01

n ’ . b
> k1 Gkl = by

mit Koeflizienten a;,,b; aus einem Kérper K nennt man ein System von m
linearen Gleichungen mit n Unbekannten x;. Firb, = ... = b,, = 0 heiBt
das Gleichungssystem homogen, sonst inhomogen.
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Offensichtlich l3sst sich ein solches Gleichungssystem unter der Verwendung der

so genannten Koeffizientenmatrix A € Mat(m x n, K), (A);x := a; und des
by

Vektors b := ( :

: ) € K™ kurz in der Form
bm

Az =10

schreiben. Die Unbekannten wurden dabei zu dem Vektor z := ( : ) zusam-

mengefasst.

9.2 Definition Die Losungsmenge L des linearen Gleichungssystems Ax = b
~ L:={xe K" | Az = b}.
Die Matrix A definiert eine lineare Abbildung
e: K" — K™ |, ox):= Ax.
Offensichtlich ist fiir das homogene Gleichungssystem Ax = 0 die Lésungsmenge

L = ker(p),

sodass fiir das homogene Gleichungssystem immer die Losung x = 0 existiert
und die Losungsmenge L C K™ einen Unterraum der Dimension

def(¢) = dim(K™") — rang(y) = n — rang(A)

bildet.

Fiir ein inhomogenes Gleichungssystem Ax = b existiert genau dann eine
Losung, wenn b € p(K™) gilt. Das muss natiirlich nicht der Fall sein. Andernfalls
ist L =0).

Wie findet man nun heraus, ob ein inhomogenes Gleichungssystem tiberhaupt
eine Losung besitzt? Dazu schreiben wir A in der Form A = (s1,...,s,) mit

ai k

den Spaltenvektoren s, := ( : ) € K™. Damit ist Ax = Zzzl S,y €i-
Am k

ne Linearkombination der Spaltenvektoren, und es muss sich b als eine solche

Linearkombination darstellen lassen.

9.3 Definition Die erweiterte Koeffizientenmatrix A.., € Mat(m x (n +
1), K) des linearen Gleichungssystems Ax = b ist Aery := (S1, ..., Sn, b).
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Damit ergibt sich:

9.4 Satz Das lineare Gleichungssystem Ax = b besitzt genau dann eine Ldsung,
wenn rang(Aery) = rang(A).

Beweis: Es gilt immer rang(Aq.,,) > rang(A). Bei Gleichheit lasst sich die
letzte Spalte b von A.., als Linearkombination eines maximalen Systems linear
unabhangiger Spaltenvektoren s, von A darstellen (siehe Satz 6.5). Die (mit
Nullen ergdnzten) Koeffizienten xj der Spalten s, ergeben dann eine Losung.

Entsprechend umgekehrt. a

Fiir das inhomogene lineare Gleichungssystem ist die Losungsmenge L C K"
kein Unterraum mehr, denn wegen A-0=0# bist 0 € L. Es gilt aber:

9.5 Satz Ist L, die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems Az = (
und x* € K" eine Lésung des inhomogenen Gleichungssystems Ax = b, dann
ist dessen Lésungsmenge Ly, von der Form L, = {x + x* | x € Ly}.

Beweis: o Ist y = x + 2", x € Lo, dannist Ay = Ax + Ax* =0+ b= 0.
elstye Ly, dannist x :=y —a* € Ly, denn Ax = Ay — Ax* =b—0b=0. O

Fiir b # 0 ist die Losungsmenge L, C K™ wie schon bemerkt kein Unterraum
mehr, aber immerhin ein so genannter affiner Unterraum.*°

9.6 Definition Eine Teilmenge L C V eines K—Vektorraumes V heiBt affiner
Unterraum von V, falls L. = (), oder falls es ein | € V und einen Unterraum
U C V gibt, sodass

L=14+U={l+u|ueU}.

Falls L = 0 setzen wir dim(L) := —1, sonst dim(L) := dim(U).

In unserem Fall ist V = K", U = Ly und | = z*, falls eine Losung z* des
inhomogenen Gleichungsystems existiert.
Jeder Unterraum U C V ist auch ein affiner Unterraum, denn U =0+ U.
Beispiele affiner Unterraume des R™ sind Punkte, Geraden und Ebenen, die
den Ursprung nicht enthalten miissen. Die Dimensionen dieser affinen Unterraume
sind 0,1 bzw. 2.

10" This is in accordance with the principle that in mathematics a red herring does not have
to be either red or a herring” (M. Hirsch; Im Englischen bedeutet red herring ein Ablenkungs-
mandver).
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In der Darstellung L = | 4+ U eines nicht leeren affinen Unterraumes L ist
der Unterraum U durch L eindeutig bestimmt, [ dagegen im Allgemeinen nicht,
denn

U: {ll —lg | ll,ZQ € L},

wahrend fiir jedes I’ € L auch L = 1" 4+ U gilt. Andererseits muss | € L sein.
Zuriick zum linearen Gleichungssystem. Wie berechnet man nun seine Losungs-
menge?
Dazu schreiben wir die erweiterte Koeffizientenmatrix A.., auf, wobei wir
zweckmaBigerweise b durch einen Strich abtrennen:

air ... Qp bl
Aerw -

am1 --- Amn bm

Die Losungsmenge L andert sich nun nicht, wenn wir die elementaren Zei-
lenumformungen auf A, anwenden. Denn

1. Bei Vertauschen von Zeilen vertauscht man nur die entsprechenden Glei-
chungen.

2. Firc#0ist > ;_, a; 2, = b; genau dann, wenn Y _ (ca;x)x), = cb;.

Man kann also mit von Null verschiedenen Konstanten ¢ multiplizieren.

3. Auch die Addition verschiedener Zeilen lasst sich riickgangig machen und
produziert damit keine neuen Loésungen.

Man geht jetzt so vor:

1. Man bringt A durch Anwendung von elementaren Zeilenumformungen auf
Ay auf Zeilenstufenform und erhalt:

/ ! / /
T s N o
0
. . / ! /
A/ _ . . CLp7q R ap,n bp
erw 0 O O /
o . i1
0 0 0 | b

Dieser Schritt heit Vorwartselimination.
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2. Ist ein Koeffizient b;, p < [ < m, ungleich Null, dann besitzt das Glei-
chungssystem keine Losung, denn schon die der [ten Zeile von Al ent-

sprechende Gleichung > 7, 0z, = by # 0 besitzt keine Lésung .

3. Sonst erzeugt man durch elementare Zeilenumformungen auch iber den
Pivotelementen Nullen und erhalt

ay, 0 ... 0 @l ..o af,|b

0 . . .

A’ = 0 0 9 w " b.//
erw . O R G
0 0 O 0 0 (0

O ... 0 0 0 ... 010

Dieser Schritt heit Riickwdértssubstitution.

4. Gibt es p Pivotelemente, dann findet man die Lésungsmenge folgenderma-
Ben:

Man nennt x;, freie Variable, falls in der k—ten Spalte von A” kein Pivot-
element steht. Es gibt also neben den z; mit ¢ < k < n weitere g — p freie
Variable.

Die Werte der freien Variablen kann man frei aus dem K wahlen. Die Werte
der restlichen p Pivot-Variablen ) erhdlt man in Abhangigkeit von den
Koeffizienten b und den freien Variablen, indem man nach ihnen auflost.

9.7 Beispiel (Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems)

1 -2 3 22

, o 02 1 —4|3
Aew =10 00 -1 3|1
0 00 0 00
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Ruckwartssubstitution:

1 =23 0 146 21 + 4z
O O 2 0 —]_ 4 Z9 + Z3
0O 00 -1 3|1
0O 00 O 0]0
1 =20 0 1550 2z —322
0O 02 0 -—-1/4
0O 00 -1 31
0O 00 0 0]0
T2 Ts
Es sind also die Variablen x5 und x5 frei, und
1 =2 0 0 15510
s 10 02 0 —-1/4
Aerw = 0O 00 -1 3|1
0O 00 0 0]0
Die Pivot-Variablen besitzen damit die Werte
31 1
Ty :21‘2—?1‘5 , r3=5(x5+4) und x4=—(-3z5+1),
sodaB sich die Losungsmenge
2x27%x5
x2
L= %:c5+2 T, T5 € K
3xrs—1

x5
ergibt.

Manchmal mochte man mehrere lineare Gleichungssysteme
ALU:bl,...,A.T:bT

mit by, ...,b, € K™ lésen (worunter natiirlich nicht die Bestimmung gemeinsa-
mer Losungen zu verstehen ist!). Dann kann man das Verfahren der Vorwartse-
limination und Riickwértssubstitution auf die um by, ..., b, erweiterte Matrix A
anwenden. Der Rechenaufwand verringert sich entsprechend.
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9.8 Beispiel 1. Gleichungssystem: 22 — 3y = 2, 4z — 8y = 3,
2. Gleichungssystem: 2@ — 3y = —5, 4o — 8y = 1.

Also ist die Matrix A := (7 Z3), und die Vektoren by := (%), by := (7).

2 —3] 2 -5
4 —8| 3 1
2 3| 2 =5
0 —2| —1 11
2 0]7/2 —43/2
0 1]1/2 —11/2
1 0|7/4 —43/4
0 1]1/2 —11/2

Also ist die Losungsmenge der ersten Gleichung

Ll;{ﬂ%:h%{(jﬁ)}

Lo={a| Az = by} — {(:‘ﬁ’@}

Betrachten wir den Spezialfall einer n x n—Matrix A und der Vektoren b :=
ei,...,b, := e,, wobei die ¢; die kanonischen Basisvektoren der R" sind.
Wir beginnen also mit

und die der zweiten

rechts vom Strich steht, wenn man so will, die Einheitsmatrix 1,,. Diese hat den
Rang n, der durch die auf beiden Seiten durchgefiihrten elementaren Zeilenum-
formungen nicht verandert wird.

Wenn also am Ende der Vorwartselimination A in Zeilenstufenform A’ iiber-
gefiihrt wurde, dann muss Rang A, also die Zahl der von Null verschiedenen
Zeilen von A’, gleich n sein, also alle Zeilen ungleich Null sein, damit man die
Gleichungen Az = eq,...,Ax = e, l6sen kann. Eine Zeilenstufenmatrix der
GroBe n x n vom Rang n ist aber eine obere Dreiecksmatrix (d.h. unterhalb

72



der Diagonale stehen nur Nullen), deren Diagonalelemente (A);; alle ungleich

Null sind. Dann kénnen wir bei der Riickwartssubstitution eine Matrix A” mit
den gleichen Diagonalelementen erreichen, die auch oberhalb der Diagonale nur
Nullen aufweist. Durch zeilenweise Division durch die Diagonalelemente erreicht
man die Einheitsmatrix.

Unser Schema ist also:

All,
Al %
1|C
Esist nun mit C' = (c1,...,¢,) Aci=¢;, i=1,...,n.
Wenn wir diese n Vektorgleichungen zusammenfassen, sehen wir, dass AC' =

(e1,...,6,) =1, ist.

Damit ist A~ := C die inverse Matrix zu A. Wir haben also ein Verfah-
ren hergeleitet, mit dem die inverse Matrix A~! einer quadratischen Matrix A
berechnet werden kann, soweit diese liberhaupt existiert.

9.9 Beispiel (Bestimmung der inversen Matrix) A = (%g

1 0 —1 1 0 0

31 =3 0 1 0

12 =2 0 0 1

1 0 —1 1 0 0

01 0[-3 1 0 2—3n
02 —-1/-1 0 1 Z3— 21
1 0 —1 1 0 0

oOo1 0(-3 1 0

00 —1 5 —2 1 Z3 — 22
10 0|—-4 2 -1 21 — 23
0Oo1 0(-3 1 0

00 1]-5 2 -1 —23

Damit ist

Offensichtlich ist A~! diejenige Matrix, die die zu ¢ inverse lineare Abbildung
ol K™ — K" erzeugt.
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10 Isomorphismen und Endomorphismen

10.1 Definition Eine lineare Abbildung ¢ : V' — W heiBt auch Vektorraum-
homomorphismus. Sie heiit

e Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist,

e Endomorphismus, wenn W =V st und

e Automorphismus, wenn ¢ ein bijektiver Endomorphismus ist.

10.2 Satz Fiir eine lineare Abbildung ¢ : V' — W sind folgende Aussagen
gleichwertig:

1. ¢ ist ein Isomorphismus.
2. Ist B eine Basis von V', dann ist p|p injektiv und o(B) C W eine Basis.

3. Besitzen V' und W endliche Dimension, dann ist auBerdem gleichwertig:
dim (V') = rang(y) = dim(W).

Beweis:  Wir wissen aus Satz 8.18, dass ¢ genau dann injektiv ist, wenn ¢|g
injektiv und ¢(B) linear unabhangig. Weiter wurde gezeigt, dass ¢ genau dann
surjektiv ist, wenn [p(B)] = W. Zusammengenommen ergibt das die Aquivalenz
von 1. und 2.

e Im endlichdimensionalen Fall war ¢ auBerdem nach Satz 8.18 genau dann
injektiv, wenn rang(y¢) = dim(V) und nach Satz 8.17 genau dann surjektiv,
wenn rang(yp) = dim(1W). Das ergibt die Aquivalenz der Aussagen 1. und 3. O

Das Kriterium 3. lasst sich wieder leicht rechnerisch verifizieren: Die Forderung
3. lasst sich iiberhaupt nur dann erfiillen, wenn dim(V') = dim(W), also die
darstellende Matrix A = Mat5(¢) von ¢ bez. einer Basis B von V und C von
W quadratisch ist. Dann muss zusatzlich rang(A) maximal sein.

10.3 Definition Zwei Vektorrdume V, W heiBen isomorph, wenn ein Isomor-
phismus ¢ : V. — W existiert.

10.4 Satz Zwei K—Vektorrdume V und W sind genau dann isomorph, wenn
dim(V) = dim(W).

10.5 Bemerkung Hier ist Dimension im Sinn von Kardinalitdit = Machtigkeit
der Basen verstanden!
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Beweis: Ist ¢ : V' — TV ein Isomorphismus, dann ist fiir eine Basis B von V' nach
dem letzten Satz ¢|p injektiv und ¢(B) eine Basis von W. Damit ist p|p : B —
©(B) eine Bijektion zwischen Basen von V' und W, sodass dim(V') = dim(W).

Existieren umgekehrt Basen B von V und C von W gleicher Kardinalitat
|B| = |C|, dann bedeutet das die Existenz einer Bijektion ¢ : B — C, die wir
linear zu einer linearen Abbildung ¢ : V' — W fortsetzen konnen. Da diese auf
B mit ¢ iibereinstimmt, ist ¢ nach dem eingangs bewiesenen Satz ein Isomor-
phismus. O

Achtung: Ist dim(V) = oo, dann existieren Isomorphismen ¢ : V' — W C V
auf echte Teilrdume von .

10.6 Beispiel (Vektorraumhomomorphismen) Der Homomorphismus
¢V = Vauf V=C®RR) mit p(v)(x) := [ v(y)dy ist injektiv, denn
ker(¢) = {0}, aber W := (V) C V ist ein echter Teilraum:

W ={veV|v0)=0}

Ist ¢ : V — W ein Isomorphismus, dann existiert die Umkehrabbildung o :
W — V, denn ¢ ist ja bijektiv.

Auch =1 : W — V ist linear, denn fiir w,w;,wy, € W und ¢ € K gilt

(pop " (w1) +wop (w))
(¢ (o7 (w1) + ¢ H(w2)))
Ywy) + ¢ (wo)

e Nwr +ws) = ¢~
g SD_
o

1
1

und
pHew) = ¢ epopTH(w)) = o plep™H(w))) = cpH(w).
Damit ergibt sich

10.7 Satz Isomorphie von Vektorrdumen ist eine Aquivalenzrelation.
Beweis:
1. Reflexivitat: 1dy, : V' — V ist ein Isomorphismus =V ~ V.

2. Symmetrie: Mit ¢ : V — W ist wie eben gezeigt o' : W — V ein Isomor-
phismus, also V ~ W —= W ~ V.
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3. Transitivitdt: Mit o : V. — W, ¢ : W — X ist auch Yo : V — X ein
Isomorphismus, denn

Yo (v +v2) = Y(p(v1) + p(v2)) = 1o p(vr) + @ 0 P(va)

und

Yo p(ev) = P(ep(v)) = c- P op(v).

AuBerdem war am Anfang der Vorlesung gezeigt worden, dass die Verkniipfung
von Bijektionen eine Bijektion ergibt. O

Nach dem vorletzten Satz sind die Aquivalenzklassen isomorpher K ~Vektorraume
durch die Dimension charakterisiert. Insbesondere sind alle X—Vektorraume V der
Dimension n := dim(V') < co zum K" isomorph.

10.8 Definition Fiir K—Vektorraume V, W sei
L(V,W):={p:V — W | ¢ ist linear}

und
L(V) = L(V,V).

10.9 Satz Mit der Addition linearer Abbildungen v, € L(V, W)

(e +)(w) =)+ )  (veV)

und Skalarmultiplikation mit ¢ € K

(cp)(v) =c-plv)  (veV)

wird L(V, W) zu einem K—Vektorraum. Sind V' und W endlichdimensional, dann
Ist
dim (L(V,W)) = dim(V) - dim(W).

Beweis: Setze p := ¢ + 1. Dann ist

p(vr +v2) = @(v1 +v2) +Y(v1 +v2) = @(v1) + ©(v2) + Y(v2) + P (v2)
= p(v1) + p(v2),
plev) = p(cv) +Y(cv) = cp(v) + cp(v)
p(v).

)
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Setze 1 := cp. Dann ist

por +v2) = c-p(vr+v2) =c-p(v) +c-p(v) = p(vr) + p(v)
p(kv) = c-p(kv) =c-k-p(v) =k pu(v).

Also ist L(V, W) unter Addition und Multiplikation mit Skalaren abgeschlossen.
Die Vektorraumaxiome lassen sich nach dem gleichen Schema iiberpriifen.

Zum Nachrechnen der Dimensionsformel sei B := {by,...,by,} eine Basis
von V und C := {¢y,...,¢,} eine Basis von W. Die Abbildungen

QOJ'J'ZV—>W (ie{1,...,m},j€{1,...,n})
mit

P (Z )\kbk> = /\icj
k=1

sind linear und als Vektoren ¢;; € L(V,W) linear unabhangig. Denn ist fiir
Koeffizienten 11, € K

(G izzz,uj,i'%,i:o

i=1 j=1

die Nullabbildung, dann ist insbesondere ) (b;) = 0, also
V) = pire; =0 (ke {l,...,m}),
j=1

was wegen der linearen Unabhangigkeit der Basisvektoren c; das Verschwinden
aller Koeffizienten y1; 5, impliziert.

Die ¢,, € L(V, W) bilden auch eine Basis, denn fiir ¢» € L(V, W) lasst sich
jeder Bildvektor 1 (b;) der Basisvektoren als Linearkombination

P(bi) = Z,Uj,icj ew
j=1

der Basisvektoren c; darstellen. Daher gilt ¢ = > 7", 3°7 | 1105 Also ist

dim(L(V,W)) = [{pi;lie{l,....m},je{l,...,n}}|
= mn =dim(V) dim(W).
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O

Im Fall der Vektorraume V' = K™, W = K" werden die Basiselemente ¢;; €
L(K™, K™) bez. der kanonischen Basen von V' und W durch die in (8.1) defi-
nierten n X m Matrizen E;; € Mat(n x m, K') dargestellt, sodaB

L(K™,K") = Mat(n x m, K)

ein Vektorraum-lsomorphismus ist, wenn man die Matrizen wie iiblich addiert
und mit Korperelementen multipliziert.

Matrizen kann man auch miteinander multiplizieren, wenn die Dimensionen stim-
men. Auf der Ebene K-linearer Abbildungen ¢ € L(U,V) und ¢ € L(V,W)
entspricht dies der Verkniipfung

bope LU W).

Insbesondere kénnen wir Endomorphismen ¢, 1) € L(V') hintereinander ausfiihren
und erhalten p oy € L(V'). Mit dieser Multiplikation wird L(V') zu einem Ring,
dem so genannten Endomorphismenring von V', dessen 1-Element die identische
Abbildung Idy ist. Statt L(V') schreibt man auch End(V).

10.10 Bemerkung Allerdings ist dieser Ring nicht kommutativ, falls dim(V') >
1. Denn dann gibt es zwei linear unabhangige Vektoren by, by € V, die man zu
einer Basis B von V erganzen kann, mit

(ZAb) (A +X2)b1+Aoby und 9 (ZA b) = Aiby + (A + A2)by
wird
(gp (Z Aib; )) (M 4 A)b1 + Agba) = (A1 + Ao)br 4+ (A1 + 2X9)bs
und

<¢ (Z /\ b; )) = (p )\1()1 + ()\1 + )\2)()2) (2/\1 + )\2)b1 + (/\1 + )\2)[)2,

also

(@Ow - ¢ o 90) (Z )\lbz> = )\1b1 — )\sz 7£ 0.
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10.11 Definition Die Menge GL(V') der Automorphismen ¢ € L(V') wird als
Allgemeine Lineare Gruppe des Vektorraums V' bezeichnet.

Da die Verkniipfung 1) o ¢ von Automorphismen ebenso wie ¢! ein Automor-

phismus ist, handelt es sich tatsdchlich um eine Gruppe (die fiir dim(V) > 1
nicht kommutativ ist).
Im Fall V"= K™ schreibt man oft

GL(n, K) := GL(K™).

Wir hatten gesehen, dass endlichdimensionale Vektorridume V iiber K zu K™
isomorph sind. Daher brauchen wir nur GL(n, K') zu untersuchen.

Jeden Endomorphismus ¢ : K™ — K™ konnen wir als Matrix A (mit
o(x) = Ax) auffassen. Die Verkniipfung von Endomorphismen geht dabei in die
Matrizenmultiplikation iiber. Daher fasst man GL(n, K) als Gruppe von n x n—
Matrizen auf: GL(n, K') C Mat(n, K).

V)

10.12 Beispiele (Allgemeine Lineare Gruppe) 1. Fiir Dimension n = 1
ist GL(1, K) = K*:={k € K | k # 0}.

2. n=2. A€ GL(2,K) <= rang(A) = 2. Also muss fiir A = (g a2)

a21 a2

der Vektor (“') und der Vektor (%'2) linear unabhéngig sein, d.h. A(?!!) +

a21 a22 a1
ai2

p(am) = 0 nur fiir A = = 0. In Verallgemeinerung von Bsp. 6.7.3 ist das
genau dann der Fall, wenn die Determinante

det(A) = a11a292 — Q120921
von A ungleich Null ist.

Denn bei linearer Abhangigkeit ist 0.B.d.A. X\ # 0 (sonst Austausch der bei-
den Vektoren), also (Z;i) = _§(Z;§) und ayyag — arpas = (—4a1z) az —
(—§6122) ajz = 0.

Umgekehrt ist fiir det(4) = 0 entweder (2') = (), was offensichtlich

lineare Abhangigkeit impliziert oder 0.B.d.A. as; # 0, also ayp = “1;;122,

also (Z;i) = M(Z;) mit p := %2, Auch in diesem Fall sind die beiden

Vektoren linear abhangig.

3. Fiir n = 2 Dimensionen und den Kérper K = 7Z/27 ist

GL(2,2/22) ={(61). (61),(:9), (Y1), (16), (Vo))
wahrend Mat(2,7/27Z) aus 2* = 16 Elementen besteht.
Fir alle M € GL(2,Z/2Z) gilt det(M) = 1.

79



11 Determinante und Spur

Im letzten Kapitel hatten wir die Determinante det(A) von 2 x 2— Matrizen A
als det (Git 6i2) = aj1age — ajza9; eingefiihrt. Damit war det : Mat(2, K) — K

a1 a22
sicher nicht linear, aber bilinear in den Spaltenvektoren.

11.1 Definition /st ® : V x ... x V — K eine Abbildung des n—fachen car-
— ——

n—mal

tesischen Produktes eines K -Vektorraums in den Kérper K, dann heiBt ® eine
n—fache Linearform, wenn fiir allei € {1,...,n}, v,w, € V und c € K gilt:

(I)(’Ul, ey Vi1, U5 + Wi, Uity - - - ,Un) =
(I)(Ula <oy Vi1, Uiy U1y - - 7vn) + (I)(Ul, sy Vi1, Wiy Ui,y - - - avn)
und
D(v1,. .y Vi1, VL Vig 1,y V) = D (v, ..., 0p).

Man verlangt also von einer n—fachen Multilinearform, dass sie in jedem Argu-
ment linear ist, unabhéngig von den (festen) Werten der anderen n — 1 Argu-
mente.

11.2 Beispiel Mit der Spaltendarstellung M = (s1,s2) von M € Mat(2, K)
gilt

det(asy + bty, s9) = a det(sy, s2) + b det(ty, s2) und det(sy, s1) = —det(sq, s9).

Gleichzeitig ist (nach Bsp. 10.12.2) det(s;, s2) genau dann 0, wenn s; und so
linear abhangig sind. Die letzteren beiden Eigenschaften, die Antisymmetrie und
das Kriterium fiir lineare Abhangigkeit der Spaltenvektoren, hangen zusammen.

11.3 Definition Eine n = dim(V')—fache Multilinearform ® von V' heiit De-
terminantenform, wenn

1. fiir linear abhangige Vektoren vy, ... v, € V gilt: ®(vy,...,v,) =0,
2. es umgekehrt Vektoren vy, ..., v, € V mit ®(vy,...,v,) # 0 gibt.

11.4 Lemma Ist 7 € S, eine Permutation, dann ist (v, ..., Vr(n)) =
sign(m) - ®(vy, ..., vy,), falls  eine Determinantenform ist.
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Beweis: Da sign : S, — {—1,1} ein Gruppenhomomorphismus ist (siehe Bei-
spiel 3.14) und sich jede Permutation als Produkt von Transpositionen schreiben
lasst, reicht es aus, die Formel fiir eine Transposition m zu zeigen. Dann ist

sign(m) = —1.
Nun ist
D(vy, .. Uiy U+ CUy ey 0y) =
D(v1, .oy Uiy Uy ooy Un) F P(01, 00 U U,) =
DV, Uiy Uk e ey V)

wegen der Multilinearitat von ® und der Eigenschaft, dass ¢ verschwindet, wenn
seine Argumente linear abhangig sind.

Daher ist
D(v1, .oy Uiy Vpey ey V)
= O(v1,.. Vi Vi F Vgy e, V)
= O(vy, ..., 0 — (Vi + V), o U+ Vg, e, V)
= —D(v, . Uy U Uy, V)
= —O(v1, . Uky ey Uiy e e, Up).

O

In der Definition der Determinantenform wird nur verlangt, dass diese auf einer
Basis ungleich Null ist. Tatsachlich ist sie auf jeder Basis von Null verschieden,
sodass man mit ihr auf lineare Unabhangigkeit testen kann.

11.5 Lemma Sind die Vektoren by, ...,b, € V linear unabhangig, dann ist die
Determinantenform ®(by, ..., b,) # 0.

Beweis: In Teil 2. der Definition 11.3 wird verlangt, dass es (linear unabhingige)
Vektoren vy, ..., v, gibt, fir die ®(vy,...,v,) # 0 ist. Da die b's eine Basis
bilden, konnen wir die v's in der Form

n
v; = E ai,kbk’ mit S K
k=1

schreiben.
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Wegen der Multilinearitat knnen wir

n n
q)(vl,...,vn) = (I) E aLklbkl,..., E amknbkn
ki1=1 kn=1
n

= Z A1y = - - 'an,knq)(bkla”-abkzn)

schreiben. Tatsichlich muss man nur iber Index—n—Tupel (ki,...,k,) sum-
mieren, die paarweise verschieden sind, weil die anderen Terme wegen linea-
rer Abhangigkeit sowieso verschwinden. Also hat man nur Terme von der Form

P(br1), -, br(ny) = sign(m)®(by,...,b,) # 0. Damit ist also

O(vy,..., 0, (Z (Ha”@) sign(m )) ~D(by, ..., by).

TeS
Da die linke Seite der Gleichung ungleich Null ist, folgt die Behauptung.
11.6 Lemma /st c € K\{0}, dann ist fiir v; = Y, _, a; by,

n

U(vy,...,0,) i =cC- Z sign(m Hai,w(i)

TESK i=1
eine Determinantenform.
Beweis: e Offensichtlich ist U n—linear und

Uy, b)) = e > sign(m) [[dime
i=1

TeS(n)
= c-sign(Id) = ¢ #0.

e Es muss also nur noch nachgepriift werden, dass fiir linear abhangige vy, . .

U(vy,...,v,) =0

ist.
- Ist n =1, dann muss v; = 0 sein, also auch ¥(v;) = 0.
-Ist n > 1, dannist 0.B.d.A. v; = )7, ¢;v;, also

U(vy, ..., 0, E iV (v, U2y ooy Viy e U
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Dass die Faktoren W(v;, v, ..., v;, ..., v,) = 0 sind, folgt aus der Antisymmetrie
U(wy, .oy Wiy ooy Why ooy Wy) = =W (w1, ..oy Wey .o, W4, ..., wy,) unter Trans-
positionen. O

Es gibt also in jedem endlichdimensionalen Vektorraum Determinantenformen,
und diese unterscheiden sich nur durch eine Konstante ¢ € K'\{0}.

11.7 Satz Sind ®, P, Determinantenformen des Vektorraums V', dann ist der

Quotient
Dy (by, ..., by)

~ Dy(by, ..., by)
unabhangig von der Wahl der geordneten Basis (by,...,b,) von V, und fiir
Vi,...,0, €V ist
Dy (vy,...,0,) = cPo(vy,...,0,).

Beweis:

Oy (vy,...,0,) = ZSlgn (Ha””><b1 bi,...,by)

TESy

= cZ&gn (ﬁa“”)cbgbl,...b)

TESH
= cPy(vy,...,0p),

falls v; = >",_, a;kbi. Ist (v1,...,v,) eine zweite Basis, dann kénnen wir die-
se Gleichung wegen ®5(vy,...,v,) # 0 nach ¢ auflésen. Damit folgt die Un-
abhangigkeit des Koeffizienten ¢ von der Wahl der Basis. O

Man soll sich die Determinantenform als eine Messvorschrift fiir das Volumen des
von vy, ..., v, aufgespannten Quaders vorstellen. Die Volumeneinheit ist defini-
tionsabhangig, das Verhaltnis von Volumina nicht.

Es ist also moglich festzustellen, um welchen Faktor ein Endomorphismus
¢V — V das Volumen verandert:

11.8 Definition /st n := dim(V') < oo und ¢ € L(V'), dann ist die Determi-

nante von o durch
U(p N
det( ) . ( (b1)> ) (bn))

U(by,...,b,)
definiert, wobei (by, ..., b,) eine Basis von V und U eine Determinantenform ist.
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Natiirlich miissen wir zeigen, dass det(y) nicht von der Wahl der Basis und der
Determinantenform abhangt.

e Sind ¥, und W, zwei Determinantenformen auf V und ¢ := gfggii:; dann
ist Wo(o(by),...,0(bn)) = cWi(p(by),...,o(b,)), also
2(90(61)7 790(bn)) _ E 1(¢(b1)7 ,@(bn)) _ det(go)

\Ijg(bl,...,bn> _C \Ifl(bl,...,bn)

e Auch von der Wahl der Basis hdngt die Definition nicht ab, denn fiir eine zweite
Basis (c1,...,¢,) mit ¢; =Y ;. a; by ist

U(p(cr), ..., p(c,)) = U (Z arkp(br), - Y anw(bk)>

= [Z sign(m) (H ai,w(z‘)> (p(br), - -, (bn))
TESH i=1

und

U(by,...,by),

U(cr, ... cn) = [Z sign () (H ai,ﬂ'(i))

TeS i=1

sodass bei der Quotientenbildung der (von Null verschiedene!) Vorfaktor in ecki-
gen Klammern wegfallt.

11.9 Satz 1. det(yp) ist genau dann # 0, wenn ¢ ein Automorphismus ist.

2. Fiir p1, 9 € L(V) gilt die Determinantenproduktformel

det(g1 0 @2) = det(p1) det(p2)

Beweis:

1. Eine Determinantenform ®(vq,...,v,) ist genau dann # 0, wenn vy,..., v,
eine Basis bilden.

Andererseits ist ¢ € L(V') genau dann ein Automorphismus, wenn
©(b1), ..., p(b,) wieder eine Basis von V' ist.
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2. Ist 9 ein Automorphismus, dann ist

W (1 09a(b), ..., 010 p2(bn))

det(gol o gpQ) = \I’(bl bn)
_ U1 0 @a(b1), ..., 10 @a(bn)) . U(pa(br), - - p2(bn))
U(pa(by), ..., p2(by)) U(by,...,by,)

= det(gol) . det(g02)

Ist 5 kein Automorphismus, also detypy, = 0, dann ist auch 7 o o kein
Automorphismus, also auch det(p; o ) = 0. O

11.10 Korollar Fiir dim(V') < oo und ¢ € GL(V') gilt
1. det(Idy) = 1.
2. det(p™!) = 1/det(y).
Beweis:
1. det(Idy) # 0 und det(Idy) - det(Idy) = det(Idy).
2. det(yp) - det(p™!) = det(p o ') = det(Idy) = 1. O

Wie berechnet man nun Determinanten von Endomorphismen ¢ : V' — V7

Im Grunde wissen wir das schon. Denn ist A := Matg(yp) die darstellen-
de Matrix von ¢ bez. einer Basis B = (by,...,b,) von V, dann ist fiir eine
Determinantenform ¥, wie schon gezeigt,

lp(gp(bl)v s 7%0(bn)) = (Z Sign(ﬂ-) Haiﬂr(i)> \Ij(blv BRI bn),

UGS’FL
sodass mit
det(A) = Zsign(W)Ham(i) (11.1)
TES i=1
det(p) = det(A)
ist.
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ail ... Ain

11.11 Beispiel Fiir eine Matrix A = ( : : ) € Mat(n, K) gilt

anl ... Gnn

n=1:det(A) = a;; = A,
n=2: det(A) = A11Q922 — A12Q921,
n = 3: det(A) = aj1a92a33 + a12a23a31 + G13021a32

—Qa13022031 — 11023032 — Q12021033
entsprechend den geraden Permutationen (123), (13%)und (}%3) aus A3 mit
positiven Vorzeichen und den ungeraden Permutationen
(123),(1%3), (1%23) mit negativen Vorzeichen.

Eine Merkregel fiir die Determinante einer 3 x 3—-Matrix A ist die

Regel von Sarrus: Man schreibt die beiden ersten Spaltenvektoren noch einmal
rechts neben A.

a1 a12 @13 11 12
AN X X /

21 22 23 21 22
/ X X AN

31 @32 33 a31 33

Danach addiert man die Produkte der mit einer Nebendiagonale (\) verbundenen
Koeffizienten und subtrahiert davon die Produkte beziiglich der Hauptdiagonalen

().

Vorsicht: Die analoge Regel, angewandt auf 4 x 4—Matrizen, muss im Allgemei-
nen zum falschen Ergebnis fiihren, denn statt 8 = 2 x 4 Summanden haben wir
hier |S;| = 4! = 24 Summanden.

11.12 Satz Fiir die Determinante einer quadratischen Matrix A € Mat(n, K)
gelten die folgenden Rechenregeln:

1. |hr Wert wird durch eine Transposition nicht geandert:
det(A") = det(A).
Ist A von der Form A = (s1,...,8i,...,Sk,...,Sp), dann ist
2. det(s1,. ..y Siy. oy Sk + Siy. .., Sy) = det(A) (Summation)
3. det(s1, ...y Skye-ySiy...y8n) = —det(A) (Austausch)
4. det(s1,...,C" Siy.. oy Sky ..., 8n) = c-det(A), ¢ € K (Multiplikation)
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5. det(s1,...,Siy. -y Siy. .., 5n) = 0 (Gleichheit)

6. det(c- A) = c" - det(A)

7. det(A™") = (det(A))~! falls det(A) # 0.

8. Ist B € Mat(n, K) eine zweite quadratische Matrix, dann ist
det(AB) = det(BA) = det(A)det(B).

9. Ist T € Mat(n, K) regulér, dann gilt

det(TAT™) = det(A).

10. det(1,,) = 1.

Beweis: 1.
det(A") = Z sign(m) Haw(m = Z sign(m) Ham_l(j)
TESn i=1 TESn j=1
mit der Bezeichnung j := 7(i), also i = 7 ()
= Z sign(r 1) Hajm*l(j)v denn sign(m) = sign(7 ')
TE€ESH j=1
= Z sign(o) Haj,g(j) mit o:=nx"
ocES) j=1
= det(A).
Bei den Rechenregeln 2.-5. ist zu bedenken, dass die Spaltenvektoren sy, ..., s,
von A die Koordinatenvektoren der Basisvektoren by, ..., b, bez. der Abbildung

@ sind. Daher haben wir diese Relationen schon gezeigt.
6. folgt aus 4., 8. ist die Matrixversion des Determinantenproduktes, und 7.,9.
und 10. folgen aus diesem. a

Die Zahl der Summanden der Determinante einer n x n—Matrix ist n!, wichst
also mit n schnell an. Um den Rechenaufwand klein zu halten, bietet sich z.B. an,
A durch elementare Umformungen in Zeilenstufenform iiberzufiihren. Bei zwei
der drei elementaren Umformungen andert sich zwar der Wert der Determinante,
aber eben in liberschaubarer Weise:
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1. Jede Vertauschung zweier Zeilen bzw. Spalten bringt eine Vorzeichenum-
kehr, k Vertauschungen also einen Faktor (—1)*.

2. Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit ¢ # 0 bringt nach Teil 1. und 6.
des Satzes 11.12 einen Faktor c.

3. Addition das c-fachen einer Zeile (oder Spalte) zu einer anderen andert
den Wert der Determinante nicht.

Ist A’ in Zeilenstufenform, dann ist

n

det(A') = [ (A",

i=1
denn fiir alle von der Identitat verschiedenen Permutationen 7 gibt es ein
ie{l,...,n} mit

m(i) <t ,also (A"); s = 0.

Damit ergibt sich

det(A) = (—1)F - det(A) = (=1)F - T](4):s

i=1
11.13 Beispiel (Determinanten-Berechnung)
1 3 4 0
A= 2 5 7 1
—1 2 =3 0
0 0 1 4
1 3 4 0
0 -1 -1 1 9 — 221
O 5 ]. O Z3 + 1
0 0 1 4
1 3 4 0
0o -1 -1 1
0 0 —4 5 z3+ 521
0 0 1 4
1 3 4 0
A= 0o -1 -1 1
0 0 —4 5
0 0 0 %  z+iz



det(A) = det(A") =1-(-1)-(—4) - & =21.

Der folgende Entwicklungssatz von Laplace ermdglicht die rekursive Berechnung
von det(A) fir A € Mat(n, K), n > 1, durch Zuriickfiihrung auf Determinanten
von (n — 1) x (n — 1)-Matrizen.

Fiir die Indizes i,j € {1,...,n} sei dazu A®) € Mat(n — 1, K) die Matrix,
die durch Streichen der i—ten Zeile und der j—ten Spalte aus A entsteht.

Benennen wir mit x; € S,,, [ = 1,...,n diejenige Permutation, die durch
ko k<l
xik)=¢ k+1 , I<k<n
[ , k=n

definiert ist, dann gilt die Beziehung
(AN = Dwos A<k I<n=1). (11.2)
A1) heiBt das algebraische Komplement des Matrix-Eintrages a;; = (A)ij.

11.14 Satz (Laplace)

det(A) = zn:(—1)i+jal-j det(AWD)Y  (i=1,...,n).

j=1

Beweis: In der Zyklenschreibweise von Permutationen ist x; = (I,{ + 1,...,n),
also

sign(x;) = (—1)"7".
Setzen wir 7 := Xj_l om o x; fiir eine Permutation 7 € S, mit 7(i) = 7, dann
gilt
1

T(n) = x; ' om(i) = x; ' () = n,

und
sign(r) = sign(x;l)sign(ﬂ)sign(xi) = (—1)"*sign(m).
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Daher ist nach Definition (11.1) der Determinante und nach (11.2)

Z sign () H(A)z,ﬂ(z) = Z Z sign(m) H(A)l,fr(l)

j=1 wgsnl

11.15 Beispiel (Determinanten-Berechnung) A := (

det(A)

WESH

Z Z (—1)"*sign(7) H(A)z,xjomx;l(n

j=1 resSn
T(n)=n

n

D (D) Y sign(r)

j=1

n

=1

TESH
7(n)=n

o~

=

l

=

s

m(i)=j

(A) i x; ()

n—1

=1

S0 Y sign(r) oy - [T (49),

J=1

n

TESK
7(n)=n

=1

n—1

Z(_l)i+jaij Z Sign(%)H (A(ij))l;?(l)

J=1

n

?GSn_l

Z(— l)iﬂaijdet (A(Z])) .

i=1

nach der ersten Zeile ergibt

=1

WO

OO~
—OFN

O—=NW

) . Entwicklung

det(A) = 0-det (A) —1-det (A1) 42 det (A"Y) — 3 det (AMY)

mit

) = d
AWy = 4
A = g
AIDY = ¢

O
o

@D
—+

@D
—+

@D
-+

-+

T N7 N NN

W W W NHO

@

12
01):4
10

12
01):6
10

02
11)20
20

01
10):2.
21



Also ist
det(A) = -6 — 6 = —12.

Wegen det(A") = det(A) kann man det(A) analog nach der j—ten Spalte statt
nach der i—ten Zeile entwickeln.

by
11.16 Satz (Cramersche Regel) Ist A € Mat(n, K) reguldrund b = ( : ) €
bn
K™, dann besitzt das lineare Gleichungssystem
Ax =1
die (eindeutige) Lésung © = ( : ) der Form
. det(sl, ey Sic1, b, Sitly- .- ,Sn)

e det(A)

wobei s, die k—te Spalte der Matrix A bezeichnet.

Beweis: Zunachst besitzt das lineare Gleichungssystem eine eindeutige Losung,
denn die quadratische Matrix A ist regular.
Einsetzen von x ergibt unter Verwendung des Laplaceschen Satzes

& (= 1) det (AD)
(A, = ;“’“’ det(A)

= det(A)7! ib, (i ar;(—1) det (AW))) :

j=1

Nun ist

Z akj(—l)l”det (A(lj)) = 5kl . det(A),

j=1
also (Ax)y = by, denn fiir
e i = [ ist dies die linke Seite die Entwicklung von det(A) nach der k—ten Spalte,
und fir
e i # [ die Entwicklung von det(A’), wobei A" aus A durch Ersetzen von s;
durch s hervorgeht. Damit ist aber rang(A’) < n, also det(A’) = 0. O

Frage: Warum interessiert man sich liberhaupt fiir die Determinante eines En-
domorphismus?
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Antwort: Zum einen kann man mit ihr entscheiden, ob ¢ ein Automorphismus
ist (ndmlich genau dann, wenn det(y) # 0). Dafiir haben wir zwar eine einfa-
chere Methode, das GauBverfahren, kennen gelernt. Wichtig ist aber nicht nur,
ob dety # 0 oder = 0 ist, sondern der genaue Wert. Wir kdnnen diesen Wert
als den Faktor interpretieren, um den das Volumen unter ¢ vergroBert wird.

Nach Satz 11.12.9 wird der Wert der Determinante durch die Transformation
A+ TAT~! nicht geindert. Diese Transformation entspricht aber einem Basis-
wechsel.

Denn wir kénnen A immer als darstellende Matrix Mp(p) eines Endomor-
phismus ¢ beziiglich einer Basis B = (by,...,b,) auffassen (z.B. ¢(z) := Ax
und b; := e; kanonischer Basisvektor des K™).

Ist C' = (cq, ..., ) eine zweite Basis, dann gilt fiir die Transformationsmatrix

T := ME(1dy)
fir den Basiswechsel von B auf C' nach (8.2)
Mc(p) = TAT,

und wir haben uns noch einmal der Tatsache vergewissert, dass die Determinante
eines Endomorphismus nicht von der Wahl der Basis abhangt.

Frage: Welche weiteren Invarianten eines Endomorphismus gibt es neben der
Determinante?

11.17 Definition Die Spur einer quadratischen Matrix A € Mat(n, K) ist

Spur(A) := > (A

i=1

11.18 Satz 1. Spur(AB) = Spur(BA)
2. Spur(TAT~') = Spur(A) fiir eine regulire Matrix T € Mat(n, K).

Beweis:
1.
Spur(AB) = Z(AB)“ = Z (A)i, (B)r,
— Z Z(B)&(A)wc = Z(BA)MC = Spur(BA)
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2. Setze B := AT'. Dann ist

Spur(TAT™ 1) = Spur(AT'T) = Spur(A). O

Die Aussage 2. bedeutet wieder, dass die Spur von Basistransformationen un-
beriihrt bleibt. Wir konnen also definieren:

11.19 Definition Die Spur eines Endomorphismus ¢ : V' — V eines n—dimen-
sionalen Vektorraums V' ist

Spur(y) := Spur(Matp(¢)),
wobei B eine beliebige Basis von V' ist.
Folgerung: Fiir k£ € N gilt damit auch
Spur(A*) = Spur(TA*T~") = Spur((TAT ")),

sodass wir weitere invariante GroBen gewinnen.
Allerdings lasst sich fiir k > n

Spur(A*) aus den Zahlen Spur(A),...,Spur(A")

berechnen, und auch die Determinante det(A) ist ein Polynom in diesen GroBen.

11.20 Beispiel (Spur und Determinante) e n = 2: Es ist fiir A := (g4} a3?)

Spur(A) = ay + as,
Spur(A4?) = Spur < ot Fai2021 a11a12+a12a22> =a}, +al, + 2aa9; , und

2
aziailtagzaz1  a21a412+as,

det(A) = aiam — aam,

also
det(A) = 3 ((SpurA)? — Spur(A?)).

on =3 det(A) = 1 ((SpurA)® — 3(Spurd)(SpurA?) + 2Spur(A4?)).

11.21 Bemerkung Wahrend im englischen Determinante determinant heiBt, ist
das Wort fiir Spur trace. Daher findet man oft tr(A) fiir die Spur von A.

Anwendungen der Determinanten
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1. Dreipunkteformel des Kreises
Ein Kreis in der Ebene mit Mittelpunkt (x0, yo) und Radius » > 0 ist die Menge

K :={(z,y) eR* | (x — 20)* + (y —y0)* = r*}.
Man kann diesen Kreis also auch in der Form
K = {(z,y) € R* | a1(2* + y*) + asx + azy + 1 = 0} (11.3)

mit geeigneten Koeffizienten ay, as, as € R schreiben.

Wir nehmen nun an, dass wir drei voneinander verschiedene Punkte (x;,v;) (i =
1,2,3) auf einem Kreis kennen, und wir wollen die Koeffizienten a; bestimmen.
Einsetzen der Punkte in die Kreisgleichung in (11.3) liefert das Ergebnis nach
Losung des linearen Gleichungssystems.

Direkter ist die folgende Uberlegung. Nehmen wir noch einen vierten Punkt
(z,y) des Kreises hinzu, dann miissen die vier linearen Bestimmungsgleichungen
fur die Koeffizienten aq, as, ag linear abhangig sein, sodass

K = {(m,y) e R? | det(A(z,y)) = 0}

mit
2?4y oz oy 1
2 2
1ty 1oy 1
Alz,y) = VA
(@9) 34y; oz oy 1
1

vEHY; w3 ys

11.22 Beispiel K enthilt die Punkte (z1,y1) = (0,0), (z2,y2) = (1,0) und
(3,y3) = (0,1), also

O = O 8
—_ o ow
_ = =

und
detA(z,y) =24+ 1y —x —y=0.

2. Interpolation mit Polynomen
Gegeben sind n Punkte (z;,7;) € R? mit 1 < ... < x,; gesucht ist das
(eindeutige) Polynom p(z) = Z;é apx® hochstens (n —1)-ten Grades, dessen
Graph durch diese Punkte geht, d.h. p(z;) =y; (i=1,...,n).
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Die n linearen Gleichungen

n—1
foak:yl (’L:]_,,TZ)
k=0

in den n Unbekannten aj kénnen um die Gleichung p(x) = y ergénzt werden,
die dann wegen linearer Abhangigkeit eine verschwindende Determinante

det(A(z,y)) =0 (11.4)
mit
1z 22 ... 2"t —y
1 = :U% x’ffl -
Az, y) =
1 ox, 22 ... av b —y,

ergibt. Die Entwicklung nach der ersten Zeile liefert den Koeffizienten (—1)" D
mit der so genannten Vandermonde-Determinante

1 2z ... 1:71171
D := det :
1 oz, ... ant

Es gilt D = [[,;(@r — ;) (versuchen Sie diese Formel zu beweisen!). Daher
ist D = 0 und das interpolierende Polynom existiert und ist eindeutig.

11.23 Beispiel (interpolierendes Polynom) Die drei Punkte (z1,y1) = (0,0),
(r2,y2) = (1,1) und (x3,y3) = (2,0) sollen durch ein Polynom p interpoliert
werden. Entwicklung nach der ersten Spalte ergibt

1xx2—y 2 _
det(%?? 01> :det(i”ﬁ zi’) = —dx + 22 + 2y,
I 2 4
124 0

also ist mit (11.4)
p(x) = —2* + 2.

12 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir haben die Determinante eines Endomorphismus ¢ eines n—dimensionalen
Vektorraumes V' ausgerechnet, indem wir die Determinante der darstellenden
Matrix Matg () beziiglich einer beliebigen Basis B = (b1, ...,b,) berechneten.

Das charakteristische Polynom liefert uns weitere basisunabhangige Informa-

tionen lber den Endomorphismus ¢.

95



12.1 Definition e /st ¢ € L(V) Endomorphismus des endlichdimensionalen
K ~Vektorraumes V', dann heiBt x, € K[x] mit

Xo(2) == det(z Idy — ¢) (x € K)

das charakteristische Polynom von o.
e Ahnlich heiBt x — xa(z) := det(x 1,, — A) das charakteristische Polynom von
A € Mat(n, K).

Es gilt x, = x4, wenn A darstellende Matrix von ¢ ist.
Es handelt sich bei x,, wirklich um ein Polynom, und zwar vom Grad n, mit
Leitkoeffizient 1 und mit konstantem Koeffizienten (—1)"det(y), wie man aus

der Definition der Determinante abliest.!!

12.2 Beispiele (charakteristisches Polynom) 1. Ist A eine Diagonalmatrix,

d.h. (A);; = 0 fiir ¢ # j, dann brauchen wir nur die Diagonalelemente
a; := (A)yu, i =1,...,n zu notieren, und schreiben A = diag(ay,...,a,) €
Mat(n, K).
Es ist dann

n

vae) = [~ a).

i=1

Die gleiche Formel gilt fiir eine obere Dreiecksmatrix.

2. Ist A= (Cf)s(‘p) ~sinlp )) € Mat(2,R), d.h. A ist Drehmatrix fiir eine Drehung

sin(p)  cos(¢)
um den Winkel ¢ € (0, 27), dann ist

val@) = det (i,
= (z —cos(p))” + sin (90)
= [z — (cos(yp) +isin(p))] [z — (cos(p) — isin(y))].
3. Fiir die obere Dreiecksmatrix A := (¢ 1) € Mat(2,R) und a € R ist

XA( ) det( 0 z_lzz) = (ZE - a>2'

1Oft wird das Polynom x s det(p —  Idy/) als das charakteristische Polynom bezeichnet.
Dieses unterscheidet sich von x,, um den Faktor (—1)".
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In Beispiel 1. entsprechen die Nullstellen von x4 gerade den Diagonaleintragen
ai,...,a,. Das mag zunachst nicht verwundern, ist aber doch bemerkenswert.
Denn nach Basiswechsel ist die transformierte Matrix TAT ! im Allgemeinen
nicht mehr diagonal, und man sieht ihr die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms nicht mehr an.

Damit stellt sich die Frage nach der basisunabhidngigen Bedeutung der Null-
stellen.

Fiir eine Nullstelle A\ € K des charakteristischen Polynoms eines beliebigen
Endomorphismus ¢ € L(V) gilt det(\ Idy — ¢) = 0 oder gleichbedeutend

def(A Idy — ¢) > 1.
Im Sinn der folgenden Definition ist damit A Eigenwert von .

12.3 Definition /st V' ein K-Vektorraum, ¢ € L(V'), und
e es gelte fiir einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor v € V und ein A € K

p(v) = A v.

v heiBt dann Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert ).
e Das Spektrum von ¢ ist die Menge

Spec(p) :={\ € K | ¢ — XA Idy ist kein Isomorphismus}.

e /st dim(V') < oo, dann heiBt ¢ diagonalisierbar, wenn es eine Basis von V
gibt, die aus Eigenvektoren von ¢ besteht.

Analoge Definitionen werden fiir quadratische Matrizen verwandt.

12.4 Satz /st V ein K-Vektorraum, ¢ € L(V)
e und A € K Eigenwert von o, dann gilt A\ € Spec(yp).
e /st dim(V') < oo, dann gilt

Spec(p) = {\ € K | X ist Eigenwert von ¢} = {\ € K | x,(\) =0}.
Beweis: e Fiir einen Eigenvektor v zum Eigenwert A gilt
(p—AIdy)v =0

also v € ker(¢ — A Idy ). Damit ist A € Spec(y).
e Ist ein Endomorphismus p € L(V) eines endlichdimensionalen Vektorraums
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nicht bijektiv, dann ist er auch nicht injektiv, d.h. def(p) > 0. Anwendung auf
p = @ — A ldy zeigt, dass jeder Punkt des Spektrums auch Eigenwert ist.
e p:= ¢ — A Idy ist genau dann ein Isomorphismus, wenn det(p) # 0, also

Xs@O‘) # 0. O

In unendlichdimensionalen Vektorraumen kann das Spektrum aber reichhaltiger
sein als die Menge der Eigenwerte:

12.5 Beispiel (Spektrum) Essei V' := C([0, 1], R) der R-Vektorraum der ste-
tigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1] und ¢ € L(V') durch

p(f)(z) == f(z)  (z€[0,1])

definiert. ¢ multipliziert also f € V' mit der Funktion z +— z.

e Es gilt Spec(y) D [0, 1], denn fiir A € [0, 1] enthdlt das Bild im(¢ — A Idy)
nur Funktionen g € V' mit g(\) = 0.

e Es gilt Spec(yp) C [0,1], denn fir A € R\ [0, 1] ist 7 € L(V) mit

T(g9)(z) = 9(z) (x € [0, 1])

Umbkehrabbildung von ¢ — A Idy .

e Wire ein A € [0,1] Eigenwert mit Eigenvektor f € V, dann wiirde fiir alle
x € [0,1] gelten, dass (z — \) - f(x) = 0. Dies ist fir z € [0,1] \ {\} nur
moglich, wenn f(z) = 0 gilt. Dann muss wegen Stetigkeit von f aber auch
f(X) = 0 gelten, sodass f = 0 gilt, f also kein Eigenvektor ist.

Wahrend also Spec(yp) = [0, 1] ist, besitzt ¢ keinen Eigenwert.

Die Berechnung des Spektrums, und insbesondere etwaiger Eigenwerte, besitzt
eine groBe Bedeutung in der Angewandten Mathematik.

12.6 Beispiel (Spektrum) Esist V := {f € C*°(R,R) | f(z+2) = f(x)} der
(unendlichdimensionale) Vektorraum der glatten reellen Funktionen mit Periode

2, und
peLV) . ¢()a) =0 (reR)

Dann ist )\, := (7n)? Eigenwert zum Eigenvektor

eV . folx):=1 , fu(z):=sin(nrx) (n € N).
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Nun reicht es aus, eine Funktion f € V im Intervall [0,2] zu kennen. Die
angegebenen Eigenvektoren f,,, n € N, verschwinden nicht nur an den Intervall-
enden, sondern es ist auch f,,(1) = 0. Stellen wir uns die Graphen von Funktionen
f e C>([0,1],R) mit f(0) = f(1) = 0 als mogliche (eindimensionale) Auslen-
kungen einer bei x = 0 und = = 1 eingespannten Saite vor, dann entspricht
f1 der Grundschwingung, f> der ersten Oberschwingung der Saite etc, und die
VA, = mn entsprechen den Frequenzen dieser Schwingungen.

Nicht alle Endomorphismen endlichdimensionaler Vektorraume sind diagona-
lisierbar:

e Die in Beispiel 12.2.1. angesprochenen Diagonalmatrizen sind offensichtlich
im Sinn der obigen Definition diagonalisierbar, namlich mit der kanonischen
Basis ey, ..., e, von Eigenvektoren.

e Dagegen sind die Drehmatrizen aus Beispiel 12.2.2. fiir einen von 0 und
7 verschiedenen Drehwinkel nicht diagonalisierbar, denn dann besitzt das
charakteristische Polynom x 4 keine (reellen) Eigenwerte.

e Die Matrix A = (¢&l) aus Beispiel 12.2.3. besitzt den Eigenwert a mit
Eigenvektor e; = ((1)) Allerdings existiert kein weiterer linear unabhangiger
Eigenvektor b € R2. Denn wegen der linearen Unabhingigkeit kénnten

wir diesen in der Form b = (bll) mit zu bestimmendem Parameter b; € R

ansetzen. Als Eigenwert kommt nur a in Frage. Damit miisste die Gleichung

CLbl +1= Clbl
erfiillt sein, was offensichtlich unmdglich ist.

Diagonalisierbare Endomorphismen sind besonders einfach, denn die Vektoren in
den Eigenrdumen ker(¢ — A - Idy) zu den Eigenwerten A € K werden einfach
mit dem Faktor A multipliziert. Daher entwickeln wir im Folgenden Kriterien fiir
die Diagonalisierbarkeit.

99



12.7 Definition \ € K heiBt Nullstelle des Polynoms p € K|z|, wenn p(\) =
0 gilt. A € K heiBt r—fache Nullstelle, wenn g € K[z] mit p(z) = (z—\)" q(x
und q(\) # 0 existiert. v heiit dann die Vielfachheit oder Multiplizitat von \.

In Beispiel 12.2.3. war a zweifache Nullstelle von x 4.

12.8 Definition Ist A\ € K eine r—fache Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms x,,, dann heiBt r die algebraische Multiplizitat und def(¢ — A Idy) die
geometrische Multiplizitdt von \.

13 Euklidische und unitare Vektorraume

Langen und Winkel sind geometrische Grundbegriffe. Wir wollen diese nun fiir

eine moglichst groBe Klasse von Vektorraumen einfiihren und untersuchen.
Dazu betrachten wir zunichst die vertraute Situation des Vektorraums R2,

Definieren wir das Skalarprodukt zweier Vektoren v = (Z;) und w = (Z;) durch

(v, W) g2 = V1w + Vaws, (13.1)

dann ist nach dem Satz von Pythagoras die Lange von v gleich

ol == /(0 0)pe = /03 + 3.

Nur der Nullvektor besitzt also Lange 0, und wir nehmen v # 0 # w an. Dann
kdnnen wir

v=ol- (S&7) und w=lwl- (1)

mit eindeutig bestimmten Winkeln ¢,v¢ € [0,27) schreiben, und der Winkel
p := 1 — p zwischen v und w ergibt sich wegen des Additionstheorems cos(p) =

cos(p) cos(1p) + sin(p) sin(e)) aus

_ <U’w>R2
)= ol

Nun konnen wir ja den R? mit C identifizieren, wenn wir v auf v; + v, abbilden.
Das Skalarprodukt (13.1) von v und w € C ist dann gleich dem Realteil von

(v, W) = VW = Viwy + Voaws + I(ViWe — Vawy ),
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und [[v]| = \/(v,v). Beide Aussagen wiirden nicht gelten, wenn wir (v, w)c
durch vw statt durch vw definiert hatten. Es war also wichtig, die komplexe
Konjugation

k:C—-C |, w—uw
zu benutzen, also einen Kérperautomorphismus von C.

Sowohl| beim R? als auch im Fall des eindimensionalen komplexen Vektorrau-
mes C sind wir von einem Skalarprodukt ausgegangen, um Lange und Winkel zu
definieren. Skalarprodukte sind aber Sonderfalle von so genannten Sesquilinear-
formen, die wir jetzt betrachten, um unsere Begriffe zu verallgemeinern.

13.1 Definition e Eine bijektive Abbildung v : K — K eines Kérpers K heiBt
(Korper-) Automorphismus, wenn gilt:

I{(lﬁ—l—k'g) = li(k’l)—f-I{(k?Q) und l{(kfl k’g) = Ii(kl) 'li(k)g) (k’l, kg S K)

o Es sei V ein K—Vektorraum und v : K — K ein Korperautomorphismus.
Dann heift eine Abbildung

P VXV o> K
Sesquilinearform'? beziiglich k, wenn fiir v,v',w,w’ € V und k € K gilt:

O(v+v,w) = Pv,w)+ P, w),

O(v,w+w) = P(v,w)+ d(v,w'),
O(k-v,w) = k(k)  ®(v,w) und

O(v,k-w) = k-P(v,w).

Ist der Korperautomorphismus trivial, d.h. k = Idg, dann wird die Sesquilinear-
form zu der uns schon vertrauten zweifachen Linearform oder auch Bilinearform.
Es reicht aus, die Werte einer Sesquilinearform auf Paaren von Basisvektoren
zu kennen. Ist speziell n := dim(V') < oo, dann setzen wir fiir eine Basis B =
(by,...,b,) von V die darstellende Matrix A € Mat(n, k) der Sesquilinearform
gleich
(A)ig = P(bi, by) (i,k=1,...,n).

Dann gilt fiir zwei beliebige Vektoren v = >"" | v;b; und w =Y, _ | wiby, aus V:

O(v,w) =Y P(ubi, wiby) = > K(0:)(A)skws. (13.2)
i,k=1 i,k=1

12Sesquilinear bedeutet anderthalbfach linear.

101



Ist umgekehrt A € Mat(n, k) eine beliebige Matrix, dann definiert die rechte
Seite von (13.2) eine Sesquilinearform ®. Wir wollen Sesquilinearformen dazu
benutzen, um Langen und Winkel, also reelle Zahlen zu definieren. Daher be-
schranken wir uns im restlichen Kapitel auf den Kérper R und seinen Oberkorper
C, d.h.
K € {R,C}.

Im Fall K = R verwenden wir x = Idg, d.h. untersuchen Bilinearformen, wahrend
wir fir K = C aus den schon erwdhnten Griinden die Konjugation x(w) = w
benutzen miissen.

13.2 Definition Eine k—Sesquilinearform ® auf V' iiber K € {R,C} heiBt

e hermitesch, wenn gilt

O (w,v) = Kk(P(v,w)) (v,we V),

e antihermitesch, wenn gilt

O (w,v) = —r(P(v,w)) (v,we V).

e O heiBt Skalarprodukt auf V', wenn ® hermitesch und positiv definit ist,
d.h.
d(v,v) >0 (ve V\{0}).

Statt ®(v, w) schreiben wir dann (v, w).

e Ein K—-Vektorraum V' mit Skalarprodukt (-,-) heiBt fir K = R euklidischer
Vektorraum, fiir K = C unitarer Vektorraum.

Im Fall K = R heiBt eine (anti-)hermitesche Bilinearform auch (anti-)symmetrisch.

13.3 Beispiele (Sesquilinearformen) 1. Im Fall V = R™ist (v, w) := v' Aw
genau dann hermitesch (bzw. antihermitesch), wenn A" = A (bzw. A* = —A),
die darstellende Matrix also (anti-)symmetrisch ist.

2. Im Fall V.= C" ist ®(v,w) := " Aw (mit 0 := ( : )) genau dann hermi-
tesch (bzw. antihermitesch), wenn die Matrix A € 1T\L/Iat(n,<C) selbst hermi-
tesch (bzw. antihermitesch) ist, d.h. A* = A (bzw. A* = —A) mit A* := A!

und (A)i,k‘ = (A)i,k gllt
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. Beispiele fiir Skalarprodukte auf dem K™ sind die kanonischen Skalarprodukte
(v,w) := Zviwi (v,w e R")
i=1

und

(v,w) :== Z@iwi (v,w e C").
i=1

Diese verallgemeinern die zu Beginn des Kapitels diskutierten Skalarprodukte
auf R? bzw. C.

. Wir betrachten den R-Vektorraum V := C([a,b],R) der auf dem Intervall
[a,b] (mit a < b) stetigen Funktionen.

(v, w) == / v(z)w(z) dr (v,weV) (13.3)

definiert eine symmetrische Bilinearform. Diese ist positiv definit, denn fiir
v # 0 gibt es ein zg € [a,b] mit £ := |v(xy)| > 0 und wegen Stetigkeit von v
ein 6 > 0 mit .

lv(z) —v(zo)| < 5 fur |x — x| <.

Wahlen wir nun ein 9, das kleiner als die Intervallbreite b — a ist, dann gilt

b
(v,v) = / lv(x)|*dz > § - (£/2)* > 0.

Damit definiert (13.3) ein Skalarprodukt auf V.

Ahnlich kénnen wir auf dem C—Vektorraum
V = C([a,b],C)

durch ,
(v, w) ::/ v(x)w(x) dx (v,weV)

ein Skalarprodukt einfiihren.

13.4 Definition Es sei ||v]| := /(v,v).
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13.5 Satz (Cauchy—Schwarz—Ungleichung) Fiir einen euklidischen oder unitdren
Vektorraum (V. (-, -)) gilt

| (v, w) [ < ol - lw]]  (v,w e V).
Beweis:

e Falls einer der Vektoren der Nullvektor ist, sind beide Seiten 0, und die
Behauptung ist wahr.

e Sonst setzen wir k := {“% ¢ K. Fiir K = C bezeichnet k die komplex-

(w,w)

konjugierte Zahl, fiir ' =R ist k = k. Es gilt
0<(v—k-wov—k-w)=(v,v) —k{w,v) —k(v,w) +kk (w,w).

Multiplizieren wir diese Ungleichung mit (w,w) > 0, dann ergibt sich

0< <U7 U) <’LU,’LU> - <w’ v> <w7v) - <'LU,U> <U7w> + <”LU,U> <Ua w) )

also
[ (v, w) [ < (v, 0) (w, w) . D

13.6 Definition e Eine Abbildung ||-|| : V' — R eines k—Vektorraumes V' heiBt
Lange oder Norm, wenn fiirv,w € V und k € K gilt

1 v =0, v =0<=v=0
2. kvl = |K[[v]]
3 v+ wll < loll + [lwl]

Die letzte Ungleichung heiBt Dreiecksungleichung.
e ||v|| heiBt die Norm (auch Lange oder Betrag) von v.

e Ist|-||:V — R eine Norm auf V', dann heiBt (V.|| - ||) normierter Vektor-
raum.

13.7 Satz ||v|| = \/(v,v) ist eine Norm.

Beweis:

1. Das Skalarprodukt ist positiv definit.
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2. ||kv|| = v/ {kv, kv) = /kk (v,v) = \/ﬁ\/(v,w = |k|||v|].

3. v+ w|? = (v +w,v+w) = (v,v) + (w,w) + (w,v) + (v,w)
< [Jol]* + [Jw]® + 2[|v]| - [Jw]| = (o[l + llw]])*. 0

Allerdings kommt nicht jede Norm von einem Skalarprodukt:
13.8 Beispiel (Norm) V =R, [|(!)| := max(|vs], |va).
13.9 Definition Es sei (V. (-,-)) ein euklidischer oder unitirer Vektorraum.
e Zwei Vektoren v,w € V heiBen orthogonal (vLw), wenn (v,w) = 0 gilt.

e Zwei Teilmengen M, N C V heiBen orthogonal (M L N), wenn alle v und
w orthogonal sind, fallsv € M und w € N.

e Das orthogonale Komplement einer Teilmenge M C V' ist

M+ ={veV|YweM:vlw}

Die leere Menge und der Nullraum stehen damit senkrecht (orthogonal) zu allen
Vektoren.

13.10 Satz e Fiir alle M C V ist M+ ein Unterraum, und (M~*)* > M.

Beweis:

o Ist v e M+ und k € K, dann ist fir w € M

(w, kv) =k (w,v) = 0.

e Sind vy, vy € M, dann ist (w,v; + v3) = (w,v;) + (w,v) =
e Weiterhin ist 0 € M.

Damit ist M~ ein Unterraum. Da M LM~ gilt, ist M C (M*)*. O
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